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Vorrede. 



W enn auch die Wissenschaften in steter Ent- 
wicicelung begriffen sind und namentlich die Mathematik 
zu ihren Wahrheiten stets auf neuen'W^egen zu gelangen 
oder dieselben auch als besondere Pällb höherer Gesetze 
aufzufassen sucht, so sind doch einzelne Disciplinen im 
Grossen und Ganzen als abgeschlossen zu betrachten, so 
dass z. B. Niemand erwarten wird, es könnte die Lehre 
von den Kreisfunctionen mit ihren Anwendungen auf die 
Trigonometrie in nächster Zeit eine wesentliche Aende- 
rung erleiden, seihst wenn die mathematische Forschung 
einen ungewöhnlich raschen Aufschwung nehmen sollte. 
Eben so haben auch die Arbeiten der Mathematiker in 
einem höher liegenden Gebiete,' welche bereits länger als 
ein Jahrhundert andauern, hauptsächlich durch Jacobi's 
Leistungen, eine so krystallinisch feste Gestalt gewon- 
nen, dass sie auf lange Zeit einer wesentlichen Umge- 
staltung zu widerstehen scheinen. 
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glauben in der That, dass wenn auch der Ein- {'! 



Jacobi's Thetafunctionen von verschiedenen Sei- 
lich ist, doch das Grebäude schon so fest geord- " 
leint, dass Jeder sich schnell orientiren wird, 
its einmal in das Innere eingeführt worden ist. 
liegende Buch macht nun keinen weiteren Än- 
als ein Führer zu sein in die Rechnung mit den 
ictionen, unbekümmert darum, ob es auch noch 
iere Wege dahin giebt, die vielleicht auch noch 
l-esichtspunkte eröfihen, auf Gebiete, die in weiter 
egen imd deswegen eine wohlbekannte Anzie- 
äfl ausüben. 

Verfasser beabsichtigt mit seinem Buche mehr 
inen, als das Wissen seiner Leser zu fördern, 
folgt also recht eigentheh praktische Zwecke, 
ihanik, die Astronomie und die Physik fordern 

Mathematik die Lösung bestimmter Aufgaben, 
er Buch soll zeigen,' wieman, nach dem Vor- 
acobi's, mit Hülfe der Theorie der Thetafunc- 
iele derselben leichtpr und vollständiger zu lösen 

als dies bisher mit den bekannten Rechnungs- 
aen möglich war. Er betrachtet die Thetafunc- 
Is ein neues, noch wenig bekanntes Instrument, 
Handhabung zuerst studirt werden sollte, ehe 
gegen ein noch neueres vertauscht, mit dem in 
Italien nicht mehr als mit dem alten geleistet 
;sonders dann, wenn man dieses gut zu führen 

er Lehrer weiss, dass Schüler einer Wissenschaft 



gefördert werden, wenn man sie zu 
ankenkreis von übersichtlichem Umfi 
1 ihnen Gelegenheit giebt, durch Au 
ebener Operationen sich ihres Besitze; 
. Das nicht sehr alte „exempla plui 
cepta" wird in neueren LehrbUcbem s( 

rste Anregung, die vorliegende Arbeit 
jab uns vor längerer Zeit ein Heft 
er elliptischen Functionen, welches 
während seiner Studienzeit in Königsl 
esung Jacobi's ausgearbeitet hat. W 
Hefte ein anderer Ausgangspunkt ge 
i'^ege, die eingeschlagen worden sind 
Ziele, die erreicht werden sollten, v 
id, als in diesem Buche, so darf d' 
bleiben, dass uns die Kenntniss dii 
3 wir der fireundüchen Gefälligkeit ( 
ardt verdanken, von grossem Nutzen 
rdem haben wir raitVortheil fUr uns* 
jural-Dissertation des Herrn Professor 
: „De aequationibus modularibus" sti 
en Stellen, namentlich im fttnfteii Ä 
idungen, die verdienstvolle Schrift d 
e: „Theorie der elliptischen Functio 
Innen, das erste in Deutschland ül 
jhienene Werk. Noch glauben wir i 
, dass 'die wichtige Formel (2.) pag. 
einer Abhandlung des Heim Profess' 



' lot im SOsten Bande des Crelle'schen Journals, findet, 
weirn sie auch dort auf ganz andere Art abgeleitet ■ wor- 
den ist. 

Besonders dankbar sind wir aber Herrn Professor 
Weierstrass, dass wir unser Buch mit ' einigen Blättern 
von der Hand dieses berühmten Meisters haben zieren 
dürfen, denn der dreizehnte Abschnitt der ersten Ab- 
theilung rührt unmittelbar von ihm selbst her. 

Bei der Redaction des ganzen Werkes und der ein- 
zelnen Rechnungen haben wir uns der Beihülfe einiger 
junger talentvoller Mathematiker zu erfreuen gehabt, die 
uns gestatten werden, hier unsem Dank für ihre Hülfe 
öffentlich aussprechen zu dürfen. Zunächst ist Herr 
Dr. Wemicke zu erwähnen, der die Correktur deg gan- 
zen Werkes übernommen und ausserdem auch für sty- 
liatische Sauberkeit und Ordnung in der äussern Aus- 
führung gesorgt hat. Er und Herr Dr. E. Schultze 
haben ausserdem auf meinen Wunsch den "zwölften Ab- 
schnitt der ersten Abtheilung aus dem grösseren Werke 
L^gendre's mit gehöriger Umsicht entnommen, da ich 
selbst keine wesentlichen Verbesserungen anzubringen 
wusste, ohne wichtigere Glieder in ihrer Entwicklung 
zu beschränken. 

In §. 2 hat hauptsächlich Herr' Worpitzky den 
Nachweis geliefert, dass die Grösse fi aus den Gleichungen 
reell hervorgeht. Die numerische Rechnung in §.61 ist 
von Herrn Dr. Harprecht ausgeführt worden, und eben 
so haben die Herren Dr. Bachmann, Dr. Teichert, Dr. 
Kretschmer und Studiosus Biermann mehrere numerische 



)6mommeh, die von weseiii 
een sind, auch wenn viele c 
das Buch mit aufgenommen 
sen jungen Mathematikern, 
'erren Dr. Schultze und D 
ichmals für ihre vielfacher 
tigen Dank aus. 
k haben wir uns noch Ober 
aassen nur scheinbar neuei 
n. Es sind in dieser Seh 

/•(»), g(x), k(x) 
X ausgedrückt worden, wel 

y; y^cosom(^); y~Ji 

n etwas kUrzer mit 

'^^ /|«»(^^> 7fi 

Für diese Functionen wur 
[uet in ihrer „Theorie des fo 
es* die Zeichen 

len 4:K durch to ersetzt w( 
dem vorliegenden Buche 
Gebrauch der Buchstaberi 
it durch drei andere ersetz 
iiaupt keinen typischen Cl 
, Wer übrigens nur einen 



inser Buch wirft, wird leicht begreifen, dass wir 
teren Bezeichnung uumöglich bedienen konnten, 
Formeln eine ungeachickte Breite geben zu 
Ausserdem haben wir auch geglaubt, uns wegen 
n Bezeichnung keinen Zwang auferlegen zu 
eU dieselbe doch nicht fähig gewesen ist, dem 
lus eine wesentlich grössere Geschmeidigkeit 
ben. 
in, im März 1864. 

K. H. Schellbach. 
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4 Erster Abschnitt. 

nicht mehr aus, um die Natur dieser Functionen welche elliptische 
Integrale genannt werden, erforschen zu können. Zu diesem Zwecke 
eignen sich nur die neuen Gebilde, welche unter dem Namen der Ja - 
cobi'schen oder der Thetafunctionenindie Wissenschaft eingeführt 
worden sind, und ihre Entstehung einer Erweiterung des Begriffes 
der binomischen Reihe verdanken, während die Logarithmen, die Expo- 
nential- und Kreisfunctionen mit Hülfe dieser Reihe, in ihrer einfach- 
sten Gestalt, leicht und. vollständig entwickelt werden konnten. Wenn 
liun auch der Entwickelungsgang der Wissenschaft der Zeit nach that- 
sächlich ein anderer gewesen ist, und die Mathematiker erst auf diese 
Gebilde, von denen man schon mehr als ein Jahrhundert lang Kennt- 
niss hatte, durch das Studium der Integralrechnung wieder aufmerksam 
geworden sind, so erscheint doch diese Auflfassungsweise den Lesern 
eines Buches gegenüber gerechtfertigt, welche in die Rechnung mit 
den Thetafunctionen ebenso eingeführt werden sollen, wie sie bereits 
in die Rechnung mit Logarithmen und Kreisfunctionen vollständig ein- 
geweiht sind. 

Ehe wir aber die Lehre von den Thetafunctionen ausführlicher 
abbandeln können, ist es noth wendig, vorher eine Vorstellung von 
den wichtigsten Eigenschaften der elliptischen Integrale zu geben. 

§. 2. 
In dem allgemeinen elliptischen Integrale 

f{x,y)dx 

lässt sich die Wurzelgrösse y, unter welcher wir den Ausdruck 

^E{x' + Ax'+Bx'+Cx + D) 

verstehen, immer so umformen, dass das Polynom nur die geraden 
Potenzen der Veränderlichen x enthält. Um dies nachzuweisen, wollen 
wir annehmen, dass durch die Substitution 

x = z — ^A 

das Polynom bereits die Gestalt 

y = |/£(i5* + 2a»* + 46ä + c) 
angenommen hat. 

Bezeichnen wir das Polynom unter dem Wurzelzeichen kurz mit 
F(ä), so ist 



/ 



er elliptischen Integrale. Ibie Reduetion &nf die NonnaICurm. 
nun wieder statt & eine neue durch die Gleichung 

Veränderliche x ein, so lassen sich die Constanten l und 
nmen, dass in der Entnickelung die CoefBcienten von v** 
wie von x' und x' einander gleich werden. Der Coefficient 
aber offenbar in der Eiitwickelung von F(z) = F(i.-i-ftx) 
ind der von x* ist ft'; ferner sind die Coefficienten von x' 
sprechend 

man zur Bestimmung von l und (i die Gleichungen . 



.) (K- + a+^)-(a + !L)'+m 



+ c = 



(3.) («+!)■- 



■2bli — c = 



(2.) l- + a+J = „'; 
erl die Gleichung 

-^) 

ten Werth von Jl und die Gleichung (2.) das zugehörige ft. 

nun zunächst nachzuweisen, dass die Gleichung (3.), welche 
; zwar stets einen reellen Werth filr X liefert, diesen auch 
it, dass er, in die Gleichung (2.) eingesetzt, /i* positiv 

auch fi reell ergieht. 
man die linke Seite der Gleichung (3-) als Function von X 



V.(J) = (» + |-)'-26*- 



n man mit ut eine unendlich grosse Zahl bezeichnet, 

xf)(0) = -\-ta und i^(+ü>)^+ftw, 
j Gleichung 

V-(J) = o 

immer eine reelle Wurzel X^ , welche mit 6 gleiches Vorzeichen hat, 
so dass für diese Wurzel 

ist Zieht man nun die identische Gleichung 



(•H)" 



2M, - 



6 Erster Abschnitt, 

von (3.) ab, so bleibt, wenn man mit 1 — y dividirt, 

(4.) (| + 2. + |-)»=-m, 
oder wenn man nach (2.) 

(5.) ^ + a-\.^ = ^] 
setzt, 

Ergäbe sich nun fi] aus (5.) positiv, so wären für l und /* 
zwei reelle Grössen l^ und |W, gefunden. Machte aber l^ das ^' 
negativ, so würden die beiden andern Wurzeln A, und L der Glei- 



te 

6 



chung (3.) oder der Gleichung (6.) beide reell gefunden, da -y- po- 
sitiv, also —-r-ft] ebenfalls positiv sein würde und die Grösse 

entschieden reell wäre. 

Diese beiden Wurzeln l^ und l^ liefern aber ein positives fi\ 
also ein reelles fi; denn setzt man 



2A, 
so iindet man aus (4.) 



y=-L±ilf 



^ 2A,A=— L+Jf. 
Mit Hülfe dieser Gleichungen ergiebt sich aus (2.) 

Es ist aber 

(L + 2l]y = M' + U]fi] 
folglich 

Da nun ^f negativ ist, so ist die Wurzelgrösse kleiner als ilf, also |w' 
stets positiv und ^ reell. 



] 



r elliptiachen IntegnJe. Ihre Rednction aaf die Normalform. 7 

S. 3. 

u wir uns jetzt überzeugt haben, dass die Constanten X 
als reelle Grössen bestimmt werden können, führen wir 
bstilutiou z = l-\-ftx eiii und erbalten so, mit Rücksicht 

I w 

/£|(.'(i' + l) + 4V(^' + ») + V(3*' + «)»'l • 
»j/e jp'(-^+x')+ Mp(|- + ») + 2(3i' + <.)j . 

un 

lie Bezeicbnungen einführt 

S. 4. 

das Integral 

n, in welchem f{x,y) eine rationale Function von a; und 
ne Quadratwurzel aus einem Polynom vierten Grades der 
bedeutet, so lässt sich zunächst f(x,y) unter der Form 

-L±Oy_^l±Qy_ R-Sy 

R+Sy R + Sy' R — Sy 

R'—sy "^ R^—sy y' 

l, S ganze rationale Functionen von x sind. Der erste 
er rechten Seite dieser Gleichung, sowie der zweite, wel- 



8 Erster Abschnitt. 

1 ' 

eher als Factor von — erscheint, sind beide rationale Functionen von 

y 

X und mögen durch X und Y bezeichnet werden. Dann erscheint 
das vorgelegte Integral als aus den beiden Theilen 

dx 



fxdx+Jr- 



zusammengesetzt, von denen sich der erste nach bekannten Vorschriften 
integriren lässt. 

Wenn man im zweiten Theile die Substitution des §. 3 benutzt. 
So wird Y eine rationale Function von i statt von Xy und das Diffe- 
rential — erscheint unter der Gestalt 

y 

dt 

Ganz in derselben Weise wie vorher f{xyy) zerlegt wurde lässt 
sich auch Y in zwei Theile 

T+tT, 

auflösen, in denen T und Tj rationale Functionen von <* vorstellen. 
Das Integral 



f-, 



T.tdt 



lässt sich, wenn man <* = a; setzt, nach bekannten Methoden auffin- 
den. Es bleibt also nur noch übrig, das Integral 

T.dt 



/v 



}/a + 1ßt*-\-yt* 
zu berechnen. 

Durch Zerlegung in Partialbrtlche lässt sich T in Glieder von der Form 

A 



»2\» 



und Bt'"^ 



auflösen, wo a auch imaginär sein kann. Man hat sich also nur 
noch mit den beiden Integralen 

r f'^dt ^^^ /- dt 

J]fa + 2ßt' + yt' "" J(a-ty}fa + 2ßt' + yt'' 

zu beschäftigen. Diese Integrale nehmen für t* = x, wenn man 

ax -\- 2ßx* -}- ya;' = y (a?) 
setzt, die Gestalt an 

/ ^x'^dx r dx 

i(p{x) J (a-v- xf itpix) 



(«) 



«)- 

h2 



41^ 



mel (1.) in diesem Falle nur die vier niedergeschri 

Aus dieser Formel ergiebt sich sogleich, dass 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, jedes Intf 



Eriter AbBcluütt. 
, weon die drei Integrale 
C ^ fÄdx p dx 

i^{x)' J iif(x) ' J A'^<p(x) 
enn man braucht in dieser Formel nur il=0, -}-l, 
insusetzen, um sich von, der Richtigkeit der Beh 
Igen. 

S. 6. 
drei Integrale sind einer weitern Umformung f^ 
sieh das erste derselben, oder auch dafe Integral 
dx 



=/v 



tegral von der Form 

r) r, ■^ 

' -{, ix(l-x){i-3x) 
1 welchem der Coefficienl d immer ein positiver' ei 
in wenn zunächst die Coefticienten a, ß, y sSmm 

fuhren wir durch die Gleichungen 






derlicbe z ein. Differenziirt man die erste dieser Gleichun- 
ch, so findet i 







' y,(i_i)(i_t[i+|],) 



Da /3 < <f igt, so hat das Inlegral die Normalform bereits aiigen( 
sowohl wenn ß negativ als wenn es posiüv ist. 



Die beiden Integrale 



p dx r<> 



a ■\- 2ßx — yx'] 
lassen sich also stets auf ein Integral von der Form 



/' 



;, fx{\—x){l-3x) 
zurUckfllbren, in welchem 3 ein positiver echter Bruch ist. Alle übri- 
gen Fälle, welche durch die Verschiedenheit der Zeichen und nume- 
rischen Werthe der Coeflicienten a, ß, y auftreten können, lassen sieh 
aber auf diese beiden Integrale znrUckfÜhren, wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben mit 

— X oder -=■ oder — 
3 X 

vertauscht. Es wird dem Leser keine MUbe machen, sich von der 

Richtigkeil dieser Behauptung zu Überzeugen, wenn er alle einzelnen 

Fälle, mit Rücksicht auf diese Behauptung, untersucht. 

S. 9. 
Wenn man 

x{\ —x)(\. — 3x) = ^(x) 
setzt, so ist also das erste der drei Integrale in g. 5. auf die Form 
gebracht 



fr. 



VW) , 

und bildet, in dieser Gestalt, die erste Galtung der elliptischen 
Integrale. 

Das zweite Integral 



hen Integral«. Ihre Bednctioit snf die Normilfoi 



/; 



{a-~x)dx 



id y entgegerigeselzt« Zeichen haben, dun 
7. in die beiden 
^ dx • r xdx 

■ gleicbe Zeichen, dana wird durch die Sul 
man N. 1 durch N. 2 dividirt 



^^ dx • , f • 
, und / -;: 

iVw •' V. 

! Zeic 
. 1 du 

(1) x,/i = 

gral in drei Integrale von der Form 
r da r jT^.d t 

die Substitution s = — ieicht auf die Fon 



2-2-2/1^ 



/l 



xdx 



e Gattung der elliptischen Integrale. Das . 
tegral erster Gattung und das dritte oder 
dz 



h 



5l/z(l-<Jj) 

Methoden berechnet. 
'al in S. 5 
C Ax 



(o — a;) 1^ a<a + 2/Ja; + yjj') 

die Substitutionen im $. 7, wenn a und j 

. haben, die Form an 

f ^ 

(t-x)f/«(l-j;)(l-<JjT) ' 
1 y mit gleichen Zeichen behaftet, vo verw) 
— durch die Substitution (I) leicht in 



14 Erster Abschnitt, 



wodurch das vorgelegte Integral in die drei andern 

da 



Af—J^j=^ + Bf-^ i- Cf— 



(c— Ä)]/i/;(a) ^ i^{^) ^ (a— Ä)}/i5(l — da) 
zerfällt, von denen das erste die dritte Gattung der elliptischen In- 
tegrale bildet, das zweite zur ersten Gattung gehört und das dritte 
nach bekannten Methoden berechnet werden kann« 

§. 10. 
Wir sind also jetzt zu drei wesentlich von einander verschiedenen 
Grundformen 'der elliptischen Integrale gelangt, die sich nicht mehr 
in einfachere Bestandtheile zerlegen lassen. Ersetzt man in ihnen x 
durch 05*, so nehmen sie die Formen an , 

r dx , r x^dx 



fi. 



dx 



in denen k kleiner als 1 ist und a jede beliebige auch complexe 
Grösse sein kann. 

Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so erhält man das 
Integral 

^ yi— ikv 

welches gewöhnlich als Normalform der zweiten Gattung betrachtet 
wird. 

Legendre, der Schöpfer der Theorie der elliptischen Integrale, 
führt in diesen drei Integralen sinqp statt x ein und erhält so die 
Formen 

/ ' d (p ^ r sinijp^dqp ^ /* dqp 

l/l— Fsiny' ' ^yi—Ä'sin"^' -^^ (1 +wsin9*))/l -rsiny'' 

Multiplicirt man das zweite Integral mit A® und zieht es vom ersten 
ab, so bleibt der Rest 

I d(f^\ — Ä^sinqp' 

welchen Legendre als die eigentliche Normalform d«r elliptischen Inte- 



Brater Abschnitt. 



/} ' ^ ^ ' J (14-nsiny')^ 

let. 

!obi bezeichnet das vollständige elliptische integral erster Gal- 

it K und das entsprechende, in welchem der Modul k mit dem 

nentären k' vertauscht ist, durch K', so dass nach ihm 

"~, '^ - ' und /' " . ^ =ir 

yi — A'sinqo' -^ y 1 — fc"sin 91' 

idere Bezeiehnungsweisen, welche Jaeobi eingeführt hat, werden 
ter kennen lernen. 



Zweiter Abschnitt. 

ichtigste Arbeit, der wir uns jelzt zu unterziehen ha 
rin, die Natur dieser vier Thet^fiinctionen zu erforsc 
ch folgende vier Formeln characlerisirt sind. 

ex = X — Iq cos2a; + 2g'cos4a;— 2^' cos6a;H 

^x = 1q^ sinir — 29isin3a;+2q'Vsin5a:— ■■■ 

Qa; = 1qi eos x + 2^^ cos Zx -f- 2(; V cos 5a; H 

^x = l + 2^cos2a;4-29*cos4a! + 2^' eosGi^H 

lenutzung des Summen- und Productzeichens 
öx = .5'^^(— 1)V eos2sa; 

= (9';9')-?7"(l-V'+'cos2a; + /H^) 
Q^ ^ X!„(— l)*«*"^'*'sin(2s + i)3; 
. =2fl'(9';¥*)sina;/7,7(l — 29'^+'eos2x + 9*'+'} 
^x = Xl^ g(~+ä)' cos(2* + l)a: 
. = 25i{v'; ?')cosx /7ir(l + 2g-'+'cos2a; + ?''+') 
^x = 2^-^ q"' COS 2sx 

= (?'; g'')/7,r(l + 2^icos2a; + g*'-i-'). 
§. 17. 
inendlichc Pi'oduct für d^x ist einer Umformung fähig. 
t 

;9')jf7,r(l+29''-^' + g*'+') = 1 +29+2g*-l-29' + -. 
Ulfe dieser Formel geht (6.) in §. 16. über in 
„ l+2g'^+'cos23; + j^'+^ 
1 4- 29''"+> + g*'+2 
unter dem Produclzeichen ist aber, wenn man 

q = e-^ 
ien Bruch mit e<*"+'''' erweitert, 
"'•+e-f'+^> + 2cos2a; _ cos(2s + l)yt + cos23^ 
Ov^e-{2.+i)v_,_2 — cos(25+l)vi+l 

__ cos(a; + (» + j)vt)cos(a; — («+^)m) 

COS(5-f i)M.COS(Ä-|-i)»'i 

ge dieser Zerlegung lässt sich ^(x) so darstellen 

-" cos(s + ^)m 
sich von der Richtigkeit dieser Formel, wenn man 



t^x = ^0 n" 



Zweiter AbsohniCt. 

in in (1.) und (2.) -y + a; statt x und vei 
erhaltenen Gleichungen a; in —x, so geli 
uen Reihenenlwickelungen fUr die vier Theta 

1.) to = y/-2.^:.«-7«'+'l''-"" 

.) «» = ^-^ir.(-l)-e->-"' 

..) *r = y'i^r. «->""' ■ 

8. 21- 
gleichuDg dieser letzten Formeln mit dene 
■ wiclitigen Relationen der verschiedenen Th 

l l)ringt man die Ausdrücke fUr Qx in §. iV und Q 
man andeutet, dass diese Iteilien von x und v abhängen, 
lie Form 

«(«;,») = « ' Sl,e '^ •' 

un durch die Gleichungen 

ic'^a: x' _ X j* ^ 

^v' yv v' n V n 

össen a;' und *' ein, so ergiebt sich aus der ersten Formel 

lan in der zweiten x mit ix vertauscht, so wird mit Be- 
(1.) und (2.) 



Dritter Abschni 

^ man sogleich zi 

'X'\-^mn-\-niii) 
'x-\-2m}t-\-2niii) 
X -\- mn -|- 2nvi) 
lische Natrir der F 
Jonen sind aber 
in , sondern sie 
er denselben Wen 
hes von n ändert, 
les von V zu- od 
: imaginäre Per 
!ln des $. 21 geb 
Ji* f> 9> A folgend: 




V =; n* und - 
i Formeln geben 



».«) =^^ 

ff (",>■') 
oft benutzt werdi 
nmeln ist noch fol 
ttelbar aus den ( 
.) in S- 18 hervoi 



(5.) 



rwai 



). ( 



r- 

irt, 



(4.) 



9 = 



Dritter Abscliniti 



i{x,%vy = (iot 

ade (l.)-(4-) 
nd (2.) in §.2 
genden Gruppe 



o,4v) 



j/(Qoöa;- 



x—6x 

x-\-ex. 

en ergeben siel 

= -£"„(-!)' e- 

= 2^"^e-''<'+i)'cos(2s+ \)x 

■= ^" „ e~'"'' cos Isx 

legten Gleichungen liefert ^ und die 
)eration beweist die Richtigkeit der Formeln 

hungen (2.), (3.). (4-) durch (1.) und zieht 
Wurzel, so erhält man 

/ho — kx 
1 



I ko-\-kx 
jko bx—\ 



IS (5.) die Formel 

'o,4v) = do I'^Ao(Äo' + l) 

lel benutzt, ^ Blessen aus den Formeln (5.) 



Dritter Abschnitt. 

eil. 

8. 32. 

Die DiSerentialqnotieuten der Punctianen fix, gx, kx. 

nn man in N. 2 des S- 29 x mit ^t-f-y ud<] dann y mli 
it, so iiimml diese Oleichuag die Gestalt ao : 

man fliese Gleichung durch a anA setzt dann ti = 0, so 

gokof'x = f'ogxhx. 
iep 

''•'"'-WJ—w^—e^- 

4 in S. 16 ist 

^0 = 2,i(,'i,')fl»"(l-?"+')' = 25*l(5'i?')l'- 
Formeln (3.)! (5-) und (6) desselben 8- ergiebt sich abi 

ÖoQo^o = 25l{(y',v'))'i7o'"{l-9*'+')'(l+9''+V- 
rkliches Niederschreiben der Factoren überzeugt man sich, 
r,r(l-r^'+')(l+r'+') = i7,f (l-r'(''+'»Xl + HC+')), 
I ein solches Product nicht veriinderi wird, wenn man r d 
;t Diese Substitution kann also immer von Neuem vo 

werden, so dass zuletzt, wenn r<l ist, r durch eine 
(leine Grösse ersetzt werden wird. Das Product hat also ol 

Werth I und üaheF ist 

(1.) (i'o = 00^0^0 

(2.) f'o = (Jo^o 

(3.) f'.r=do''9xhs. 
e der Gleichungen (4.) und (6.) in §. 26 lassen sich 
DifTerenlialquotienten der Functionen gx und hx berech 
11t aus ihnen mit Benutzung von (3.) 



74 Vierler AbBchni 

giebt, aber der bequemem Uebeisicbt wt 
werden soll. Man gelangt nämlich \on i 
§. 16 sogleich zu den folgenden: 



(17.) 


ex = 2:'^(-iyq''e 


(18.) 


«« = -*^l (-!)•! 


(19.) 


«a; = .£^5<Ml)'eP 


(20.) 


*>' = ^" f'e"". 



Manche Transformationen lassen siel 
bequemer ausführen, als mit den frUherei 

Für den Modul k und sein Complt 
Gleichungen 

y* = | und ,', 

gegeben sind, erhall man noch mit HUire 
in §. 25, wenn man diese Ausdrücke mit 



multiplicirt, 


fast utimitlelbar folgende 


Fora 


(21.) 




^4: 


0(0,2') '- 




(22.) 




»'»' 


00 
«(0,2..) ■ 


V2i 


Es isl also z 


. B. 








> 


1 
~ 1 


-25 + 2,'- 


-V 




-2,' + 2,'- 


-2," 






_ 1- 


-2,' + 2,'- 


-2," 



l+2, + 25' + 2,-- 

S. 52. 
Andere Methoden der Berecbnnng. Die 
Setzt man in den Formeln §. 31 (4.) 

2IJ(o,2,)> = «(o,v)>+ «(!>,»)■ = 



_J 



h $, 31 N. 22 



d(p^ = do ^0 \hx -f- T 



• werden aber Hpäter sehen ode 
n, dass 

/dx 1 

ler liefert das Integral der letzten 
e Null ist, 

9.,-^9. = aretg(^) = 



t8(y,— y) = *'tg. 

"ch diese einlache Formel lässt 
tkel tp sehr leicht berechnen, 
io gelangt man leicht zu der Fi 
sin(2<f> — q>,} =■ 
p durch y, berechnen lehru 
eichnet man nun das Integral i 
i.) durch F(q!i,o) und seUt 

tg^«* = siu< 
indclt sich die Gleichung (6.) ii 

^*") = ä; 

ht man nun durch die Gleichun 
IgJoJ = sin 

le Winkel a, und <p^, so wird 



^(''■•■'■) = Äfe 



'.'8! 
162 
104 
101 

W= 

34 

47 

vii 



Land 
t ha 



b I 

sin; 

im 

linirl 



tedu 
il«' 



lOS Fünfter Abschnitt. 

Üividtit man diese Gleichung durch das erste Ijlied di 
Seite, so nimmt sie die Gestalt an: 

Verlauscht man hier s mit -\-a, dann mit —a und d 
zweite der erhaltenen Glelchimgen durch die erste, so wird 

n ^ e(x-a)d(y-a)ß(x + y + a) _ \-fxfyfaf {x- 

'••'■' d{x^a)e(y + a)d{x^y-a) \+fxfyfaf{x- 

Aus N. 4 in §. 27 ergiebt sich unmittelbar, wenn ra 

x—a und y mit y~a vertauscht, dann — o statt a seh 

die beiden so erhaltenen Formeln durch einander dividirt: 

e(x-aye(y~ay0(x-\^y + 2a) _ l-f(x-{-ayf(y- 

d{x-\^ay0iy+ayd{x + y-2a) {-({x-ayfiy- 

Verlauscht man aber x mit x-\-y-\'a und y mit a, : 

man auf dieselbe Weise zu der Formel: 

d{x^y-ayd{x^yJf-2a) \-fa-f{x-^y^ 
Zieht man aus dem Producte beider Gleichungen die 
Wurzel, so erhält man die Formel: 



(4-) 



d{x—a)d{y — a)e{x-iry + a) 



welche als eine nicht unwichtige Tiansforniation der Form 
betrachten ist und von Jacobi in seinen Fundamenten pa{i 
einem grösseren Aufwände von Rechnung gefunden wird. 



frechster Absehnitt. 

Reihenentwicklungen. 
8- 72. 

In §. 66 ergab sich unter N. 3 folgende Formel ; 



Serhatur Ab 

liheu liessen sich durch dit 
sehr grosse Zahl aufsteller 
gefundenen Reihen nach Pot 
!re Schwierigkeiten darbiete 

8. 92 
rerdankt Heirn C. 0. Meyi 
die Function 

j_ sin^i^co! 

(l + ß 

« nur von v abhüngl, in 

Sinus und Cosinus der Viel 

solche Reihe für das Prodi 

ssl. 

' Satz, von dem wir späte 
t sich im 56sten Bande d< 
jetst mit den bisher entw 

man nämlich 

1 -|- asin (p 

sich a als Function von v, 

ige (1.) in 8. 80, 
— 1—2^/1 — ) = — sing 
2 . 

map nun diese Gleichung n 
id mit m, n, r und addirt 

mg 



JH.!*! 

■1 



I 



186 ' Neunter Abschnitt. 

§. J 1 4. 

Nimmt man den Briggs'schen Logarithmus von der Gleichung (5.), 
so findet man leicht: 

(l.) logF = 0,1961 19776 -(J(A~3r-f|r-9;L* + ....) 

wenn 

<J = 41oge= 1,737177927 

logd = 0,239844303 

und wie früher 

/ft' = ]/cos a = cos/J , und l = i tg |/J'. 

Dieser Formel, in welcher nur die fünfte Potenz von l vernach- 
lässigt worden ist, kann man sich zur Berechnung des Logarithmus 
von £' bedienen, wenn der Modul k nicht viel grösser als sin 45® ist. 
Diese Reihe ist ohngefähr ebenso wirksam als die Reihe (3.) in §. 113. 
Wendet man die Reihe an, welche für ^o' aus §. 46 N. 1 oder §. 57 

entnommen werden kann, und entwickelt auch -77— nach Potenzen 

von X = itgiß'' mit Hülfe der Formel (6.) in §. 43, so erhält man 
aus N. 5 in §. 113 die wirksamere Formel: 

(2.) £' = i7r(cosii^)*{l+2tgi|^^-|tgi/9« + itgi/J»»-|itg4/?'« 

Nimmt man z. B. äj = sin50% so wird ^/J = 18°21'6Ml und 
es reichen die vier ersten Glieder der Reihe hin, um bis in die letzte 
Decimale Tichtig zu finden: 

log£' = 0,1157899. 

§. 115. 

Wenn der Modul k sehr nahe an 1 liegt, so kann man zur nu- 
merischen Berechnung die folgende Reihenentwicklung benutzen. 
Man bezeichne: 

dgp]/l — ft'singp' = V 


und deute, der Kürze wegen, das Diflferenziren nach qp durch Accente 
an ; dann wird 

1— Fsin9' = f>" 
und wenn man diese Gleichung weiter differenzirt: 







>2' 



188 Neunter Abschnitt. 

§. 116. 

Neue Reihen gewährt eine sehr einfache Entwickhingsmethode, 
welche auch in andern Fällen benutzt werden kann. 

Setzt man nämlich : 

tg 9 = ^ 
so ist: , 

rf9) = j-p und smy = j^. 

also 

• f'dt 

(1 + tj 

Multiplicirt man diese Gleichung mit u^, unter welchem Zeichen 
eine beliebige Function von s vorgestellt werden soll, und nimmt von 
beiden Seiten die Summe von s = o bis s = w, so erhält man: 

Die rechte Seite, nach Potenzen von t entwickelt, giebt den 
Ausdruck : 

+ u^t^-'du^e+ 



siny2'd()p==,^ , 



+ «^3* 



6 



Also wird 

Integrirt man nun diese Gleichung von g) = o bis q) = q>, so 
crgiebt sich: 

(1.) ^'Ju,sin<p^^dq> = ^;2iT"l *^^'''' 

oder 



/^ 



• t • « . 



dq)(uQ + M^ sin qp^-f- w^ sin g)*+ «^3 sin qp^+ • • • '•) 

= u^tgq>+ i^ut^cp'+ iJ\Xgq)^ + ^J'uigq)'+ 
Die Convergenz dieser Reihe, die sowohl von der Grösse des 
Winkels gp als von den Werthen der Constanten u^y u^y w^ . . . . ab- 




(ho 



= i 

dui 



amn 



kbst 
MB. 



IdeD 
I Di 



oUiii 
eii>a 



»")t 
BD 



un I 

fern] 



BE{ 



Neunter AbacImUI 
mo,vyE=—in:i"6 

^(oyyE' = ~i7ti"t 

lach diesen Formeln isti 

EK'=—\nvl"^(o,v) 

KK'=i7iv^{o,vy = i7Tv'i 

wenn man diese Ausdrücke in (l.j ei 

KE'-^S:'E—KfC = 

§. 122. 




E = - 



(ilhrt man aber in der Gleichung ei 
oordinaten |, jj, ^ neue Veränderlich! 
durch die Gleichungen : 

iden sind, so ist bekanntlich das u 






^ dx dx' dx d 
'inen Theil der krummen Fläche dar, 
jmmen7eigei- und die Conslanten bi 
)nen y, j;, ip \orkommen. 



Neuntel Absclmitt. 



f = f(«,v) == Vkimip und f = f(x',v')~ifi 
wo Jt und V complementSre Modiün sind. Dann ist: 

g ^ |/-^cosy ; g' = y-j cos^p- 



(4.) ^ = simp^l — V'siaq/'; ?i = tos^co6tf'; 5 = smi 
und 



"("•*) =/2 



ei^) 



J(<p,v) 



= xUo,vy; 



E(fp,k) =J'ä{if,v)dfp=d{o,vyßi{x,vyi 

Nach diesen Bezeichnungen verwandelt sieh (3.) i: 



. (5.), S = F{<ff,h!)E{<p,k)-\-F(^,k)E{(f.',li)^¥{ff,k 
Es stellt nun S einen Theil 
fläche dar, welchen man dadurch 
man dem Modul k einen beliebigen 
als 1 , beilegt und auf dem Qu 
jeden Punkt £ durch den Dun 
. Ellipse DEF und einer Hyperh 
stimmt, deren Gleichungen 

jL+ % = 1 

cosgs' 1— ft siny 

_L__*V_ 

ft''sini;p" 




,=1 



Vcos^i' 

sich aus den Werlhen von >? und t, durch die Eliminati 
<p ergeben. Läs^t man z. B. in diesen Gleichungen ■ 
alle Werthe von a bis ß durchlaufen, während gj' alle 
bis ^ annünmt, so wird jeder Punkt getroffen , der 
EE'FF' liegt und die Formel (5.) wurde den Theil der I 



i^,-' 



, dii 
?leic 



rellf 



20S Neunter Absohnitt. ' 

(1-) a; + ty = eos(| — tv) 

als gegeben betracMen, in welcher t die imaginüre 
j] willkürliche veränderliche GrJissen bedeuten. I 
die andere zur Folge 

(2.) x — iy = cos(|+ jij") 

und lierert nueh sogleich 

(3.) X = cos^cosirj 

(4.) y = sin^—T-i 

wo 

e' + e-'J , sintn en 

costjy ■= — ^ — iM"I — ^ "^ — 

reelle Grössen sind. 

Aus (3.) und (4.) folgt 

cos ijj' sin t'^' 

(6.) -^--4-=i'. 

cosf 8in§^ 
Legt man hier dem § und ly bestimmte Wen! 
der Piuikt D als durch den gefc'cnseitigen Durchsei 
Ellipse ADB und Hyperbel DHD'" bestimmt, den 
und (6.) dai-stellen. 

Schlügt man um mit den Radien OF = 
OA=cosirj drei Kreise, macht den Bogen F§: 
Strahl O^E, so wird OH = cosi die grosse Halbac 
die kleine Halbachse der Hyperbel DffD'", wiihrend 
totenwinkel ist. Durch die Annahme von OA = c( 
Winkel i ist also der Punkt D bestimmt; denn ' 
hängen die Ellipse und Hyperbel, deren Durcbsc 
giebt, allein ab. 

Nimmt man an, dass der Winkel ^ durch di 
stimmt wird, oder dass | eine Function von rj ist 
Punkt D bei einem bestimmten Abhangigkeitsgcse 
Curve. Lässl man aber OA oder )j constant sein 
^ sich ändern, so durehlSuft in diesem speciellcn 
die Ellipse ABA'B'. Würde umgekehrt der Wink{ 
nommen, während die Grösse von cosi'j; sich Sndi 
der Punkt auf der Hyperbel DHD'". 



'ergleic 
rden si 



iie gan 
Setzt 



NeoDter Abschnii 



cosiij = V'l+,-4^ 
ian.{5.) differenzirt: 

C0SH7O« = T— - — r ( 

' ho gx 



N. 2 in S- 123: 

1 §. tid jedes ii'(qf)) durch zwi 

:edrUckt werden kann, so las 

einer Hyperbel auf die Bere 

;kführen. 

lähme (6.) fUbrt aucb, in Ve! 

g mit sich: 

sin In 
"^ isin§ 

Xgii] _ sin y sin 
* }^1 — cos^' 

sinjtg£si 

)/l-COs|»! 

cot f sin. 

lg(p = ■ - — 

ysin(|-['")siii 



218 



Zehnter Absohnitt. 



(3.) 



n(u,A) = P{x, a) = xtda + i'|[^, 



und um die ara angeführten Orte abgebrochenen Entwicklungen wieder 
aufzunehmen, wollen wir zunächst einen Satz über die Addition der 
Parameter beweisen, welcher dem in §. 1Ö7 bewiesenen über die Ad- 
dition der Amplituden entspricht. 

Ersetzt man in (3.) erst a durch 6 und dann durch a-f-fc, so 
erhält man: 

P(a.,a+6) = x/'ö(a + 6) + i'|g±^|- 

Zieht man von der Summe der beiden ersten Gleichungen die 
dritte ab, und benutzt (3.) in §. 71, sowie die Formel: 

welche sich aus (1.) in §. 106 und (4.) in §. 113 sogleich ergiebt, 
so gelangt man zu der Gleichung: 

(5.) P{x,a)'\-P{x,b) = P{x,a + b)+eioeiofafbf{a']-b) 

l—faßfxf^a + b—xy 



+V(j 



x)\ 

xV' 



+ fafbfxf(a + b + x} 

welche man das Theorem über die Addition der Parameter in den 
elliptischen Integralen dritter Gattung nennt. Mit Hülfe der Formeln 
(1.), (2.), (3.) in §. 30 lassen sich hier die Functionen 

f{a + b); f(a + b^x); f(a+b + x); r(a + b\ 

welche letztere in P(xya-\-b) vorkommt, durch die bekannten Func- 
tionen fa, fb, fx und die ihnen entsprechenden g und h, ausdrücken. 

§. 129. 

Die elliptischen Integrale dritter Gattung müssen je nach dem 
Werthe des Parameters n durch verschiedene Formeln berechnet wer- 
den, namentlich wenn man sich der älteren Bezeichnungsweisen be- 
dient. Da aber eine Kenntniss dieser Bezeichnungsweisen und der in 
ihr ausgedrückten Formeln unerlässlich ist, so wollen wir in Folgendem 
bei einigen Hauptsätzen beide Darstellungsweisen neben einander durch- 
führen. 

Wenn Jacobi den Parameter n durch — A'sin^am^ ersetzt, so 




I . bis — Ä', so w 

t' bis 0, so w 
I bis C«3, BO w 
it Qun vermöge 

F(»,^+*r'i) = 
r(.,xi+'()=- 

t man also zur 
21 und §. 22 an 
!ln: 



B. aus (6.) die I 
die Formeln; 

f»(< 

. ^(o + f'i 
auteung dieser F 

nan nun von dii 
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Stellt man zunächst F unter der Form P'{-Qx dar, wo P und 
Q rationale Functionen von a?' sind, so zerfallt die gegebene Diflfe- 
rentialformel in die beiden Theile: 



P.dx 



+ ^ 



Q.x* dx 



Um den ersteren Theil auf ein elliptisches Differential zurückzu 
führen, setzen wir die Grösse unter der Wurzel: 

a + bx^ + cx^ = ic*Ä J7 
woraus sich sofort ergiebt: 

Mithin erhält man, da P rationale Function von x* und 

dx _ 2x^!6]dz^ 

ist, für den ersteren Theil unseres Differentials: 

P.dx „ , . F^d», 



= ^|d«i + 



1/6'— 4ac + 4aÄj ' 



wo Fj und F', rationale Functionen von »^ sind. 
Zur Reduction des zweiten Theils: 

Q.xdx 



setzt man: 



alsQ 



ya + bx^+cx^ 



a? =: — 



6 + |/6'— 4ac + 4cÄj 



2c 



Da nun Q eine rationale Function von a?' ist, so geht Q nach 
der Substitution in eine Function über, welche rational aus ä* und 
y^6*— 4ac-|-4cJ5j zusammengesetzt ist. Da ferner auch xdx eine ra- 
tionale Function von zl und ^b^— 4ac -\- 4cäJ ist, so geht der zweite 
Theil unserer Diflferentialfunction über in: 

y6'-4ac + 4caj 
Folglich ist ^as gegebene Differential: 

Schellbach, elliptische Integrale. 17 
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— 4ac-|-4c»J 

■ch die Gleidtungen 



istgesetzt werden mi 
ynoins man flir «, 

man verfahren, w( 
nicht im Nenner, : 
der Formel (2'.) £ 

ie ZurUckfiihrung d 
ter dem Wurzelzeicl 
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Q zu bringen. 



4. oder 3. Grades 
bstitutionen auf die 
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^9 



bringen. Die dazu dienenden Formeln sind von Legendr e, Jacob i, 
Gudermann, Richelot u. A. in grosser Vollständigkeit entwickelt 
worden. Die folgende Ableitung und übersichtliche Zusammenstellung, 
derselben ist von Herrn Weierstrass in einer Vorlesung über ellip- 
tische Functionen gegeben, und mit dessen Zustimmung hier abgednickt 
worden. 

Es sei zunächst R(x) vom 4. Grade; a, 6, c, d seien dieWerthe 
von X, für welche R(x) verschwindet, und A der Coefficient von x^. 
Denken wir uns nun unter t eine rationale Function ersten Grades 
von X, so können die drei Constanten, die sie enthält, so bestimmt 
werden, dass den Werthen a, b, c, d von x, in irgend einer Folge 
genommen, die Werlhe: 

+ 1,-1, 



+ 



1 



k ' 



h 



von t entsprechen, wo k eine noch zu bestimmende Grösse bedeutet. 
Setzen wir z. B. fest, es solle für 

X = a^ b, c, d 



' = -T' 



1. +1, +1 



sein, so können wir setzen : 

1 + t 



X — 6 = (• 



i — nt 



, x—C^zf 



x — d = f 



ff f. 



1— < 
\ — kt 






und die Con§lanten f f u. s. w* bestimmen, indem wir in der ersten 
Gleichung a? = c, < = 1, in der zweiten a? = 6, < = — 1, in der dritten 

1 1 

x = d, < = — , in der vierten x = a, t = — 7- setzen, wodurch sich 



a?~6 1 



n 



1+t 



x — c \-\-n 1—t 



(!•) 



c b 2 1— nf 


b c 2 


1 nf 


x—a__k — n 1 + kt 


X — d k-\-n 


1 ht 



d—a 



1k 



1—nf a — d 



2k 



i—nt 



ergiebt. Dividiren wir dann die erste Gleichung durch die zweite und 

1 1 

setzen o? = d, ^ = -r-, so wie auch x = a, t = - — r-, so kommt: 

17* 
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l-\-k _d-~b 1— n 1 — ft_ 

■ \ — k~d~c'' 1 + n' l + Ä" 



/t-«Y _ (fr 

( M + nV (rf 



a)(d— ^ 1— «^d— 6 U- 

a)(d-by l + «~d-c' 14 

(& -f,)((f_6) i — k _ d — c 1- 

-c)(c — a)' \ + k ~ d — b ' l-\ 



Hiernach kann also, sobald die Folge feststeht, in w 

ihe +1, —1, +r^. T- von ( den Werthen a, b, 

' ' k k ' 

ilsprecben sollen, x noch auf doppelte Weise so Am 

Uckl werden, dass den Bedingungen der Aufgabe ger 

luscht man a, b, c, d auf alle möglichen Weisen, sc 

demnach 48 verschiedene Ausdrücke von x zu ergeben 

aber, dass durch Vertauschung von a und d nur k in 
. n aber und x unverändert bleiben, so sieht man, daf 

dieser Ausdrücke nur 24 betrtlgt. 

Subtrahirt man die zweite der Gleichungen (1.) von d 
rhält man: 

Aus den Gleichungen (1.) ergiebt sich nun: 

R{x} = A(x — a){x—b)(x — c){x — d) 

T, Ucim man die erste und die dritte dieser Gleichu 

itiirt : 

dx _d— a ty-w* 
dl W (l-t-m)"' 

«(it) = »-(l-<'){l-*"l')(§)'. 



. = /(" 



■ A(,-b){d-a: 



4» /• 
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woraus 

^p, V dx 1 dt 

^ '^ VR{x) ~" m ' |/(i-_^»)(i__p75^ 

folgt. Da 

(6.) — , = —TT = lm(c — b)' TT Tö 

ist, so ist zugleich das Zeichen von ]l {\ — 1'^){\ — k^ i^) für jeden 
Werth von t völlig bestimmt, sobald das Zeichen von ^R{x) für den 
entsprechenden Werth von x festgesetzt ist. Deshalb ist es auch gleich- 
gültig, welches Zeichen man der Wurzelgrösse m giebt. 
Setzt man: 

(7.) g=^A{c^a){d-b), g,.= A(c^b)(d-a\ 

g^=A{b'~a)(d—c\ 
Ä = (c— a)(d — c), h, =(6~a)(d— ft), 
wo dann 

(8.) 9 = 91-^ 9t 

ist, so erhält man aus (2.): 

^^•^ y/9^^9: VÄ+A 

Hierbei können die Zeichen dreier der Wurzeln j/^^, i/^j, A A 
willkürlich angenommen werden; das der vierten ist dann bestimmt 
durch die Relation: 

1 — n l + fe__ d->6 

1 + « 1 — Ä ~ d—c 
oder 

jA . i9_ _ /^^— fe 

y'Ä A ^ — c* 
Diese Relation besteht aber, wenn man 

(10.) y^ :=^A.ic — aid — b Vh — '^c — aid—c 

A = V-4 . ib — a ^d--c |/Äy= /6--a ]/d—b 
setzt und dabei jeder Wurzelgrösse von den beiden Werthen, die sie 
haben kann, einen beliebigen, aber überall denselben beilegt. 

Ferner ist: 



(») 1 

lüsen 

allen. 

I c c 
dage 
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a) X liegt zwischen b und c, und A ist positiv. 

~ l/i4(c~o)(rf~6) + y'il(&-o)(rf-c) 

)/(^-a)(d-c)4-VT^~a)(rf-fr) 

x—bJc — a d—c _ 14-siny 

c — ajl^tft'— A d— 6 "~ 1— rsino)' 

^ - <v . 

« = i(ft+c)+i(c-ft)-iz: 



nsm(p 



dx 



1 



(f^? 



}/Ä(a;) ^ |/l_-fc»sin9' 

/J) a; liegt ausserhalb des Intervalls a...d, und 4 ist positiv. 

iA{c^a){d'-h)^iA{b^a){d-^c) ' 
"^ ^A{c^a){d^b) + ]/i4(6-a)(dr^ 

]/(c- a)(fe^^ + }/{d-c){d~~^ 
>/(c-a)(6-a)-i/(rf-c)((i-6) 

m = il/A(c-a)(rf-6) + 4-i/^(6-a)(rf--c) 

x — dJc—a b — a 1 + sinqp 



n = 



— dJc — a 



X — a'tf — c d — b 1 — sinqp 

n — sin y 



x = iid + a)-\-i(d-a)-:^ 



nsmq> 



dx 



]/Rix) 



1_ 
m 



d(p 



}/l-Ä 



3 • 3 
smqp 



Diese Formeln erhält man aus den in $. 151 aufgestellten, wenn 
man c, d, a, 6 an die Stelle von a, 6, c, d treten lässt. 

y) X liegt zwischen a und b, und ^1 ist negativ: 

i-A{c-a){d'^b)-i--A{c-b){d-a) 

}/(d-6)(c-6) + l/(d-a)(c-o) 



» = 















^«: 



V-iJ 















'r"'4 



A.L 
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und setzt fest, dass der reelle Theil jeder Quadratwurzel positiv sein 
soll, so erhält man: 

-^g = -^—A.-^d—bia — c ^h = — i|/d ^h^d—c 

— 1^^— ftV<^— g— • ^a—h,^a—c^ y'(d-ft)(rf-c) — /(a-6)(a-c) 

/d-"&Yd— c+|/a-~6Ya— c i^d-h) (d-c) + /(a-b) {a-c) 

Hiernach ist n reell und dem absoluten ßetrage nach kleiner als 
1, und es gehören nach den Gleichungen: 

1 — « d — x 1—t 2V I / > 2V / 1— n< 

zu reellen Werthen von x auch reelle Werthe von t. Und da 

dx ,,, . 1 — w' 



so geht < stetig wachsend von — 1 zu + 1 über, wenn x das Inter- 
vall a...rf stetig wachsend durchläuft. Setzt man daher: 

t = — cosg) 



also: 



/: 



(d — 6)(d— c) x — a__ i — cosqo 
(a — b)(a—c) d — a; ~" 1-j-cosqp' 

^^ ' ^ ^^ ^ l + «cosg) 
so ergiebt sich: 

dx _^ dq> d(p 



VR(x) ^w? — mjcos'qp /m'— -mj + wijsin'gp 
Es ist aber 

und daher, da g und g^ einander conjugirte imaginäre Werthe habend 
m^—m\ = Vg^g^ = —Ay(a — b){a — c)(d — b){d—c) positiv, 

< = iCv'jt— V'ö'»)' negativ. 
Setzt man also 

Ä' = — = 4» öd^r 

m — m; 



__ Vd—b^a—c — ^a—b^d—c 

2il/{a-b){a-c){d-b)(d'^) 




Neue Methode, ein ellipt. Differential auf die l^anonische Form sn bringen. 267 

-* ^ ' ^ ' ^^ ^ 1 — wcosqp 

dx 1 d(p 



Dabei gebt, wenn q> das Intervall O...71: stetig wacbsend durch- 
läuft, X von rf zu 4"^^ ^^^ ^*ß" von — cx) zu über. Es ist daher 
V^l — Ä'sin'g) ebenso wie im vorhergehenden Falle positiv, wenn 
-^Rix) es ist. 

Änm. Setzt man 

- — ^ = p(cos^ + tsin^), 

unter q eine positive, und unter & eine zwischen und 2n liegende 
Grösse verstanden, so hat man 

im Falle «) w = , , ^ , k = sini^ 

l_Lp 

und im Falle /?)«== ^ , Ä = cos ^5^. 

111. Es seien o, b, c, d sämratlich imaginär, wo dann A positiv 

sein muss, damit ■|/Ä(rc) für reelle Werthe von o; reell sei. 

Man wende die Formeln von §. 151 an, indem man a und d, 

so wie auch 6 und c als einander conjugirt annimmt, und die reellen 

cd 
Theile von -r und -7- als positiv voraussetzt. Dann sind, wenn man 



iib--d für ^d — b und i\lc — d für id — c 

nimmt und über die Zeichen der Wurzeln dieselbe Bestimmung wie 
oben macht, 

w _Vc—aVc—d—ib — aib — d 

t 

säuimtlich reell. Setzt man nun — für t, und 



Dieiiehnter Abschnitt. 

' — J- ^c~ 0^0 — 4 — ^b — a^b — d 

" » ^c^^iT^ + ib^^ib — d 

k = ^^^ - "^ ^^ ~^^ ~ i^-z^)i^:zf}. 

' ^(c-a)(b-(I) + ^{b-a)(c^d) , 



ti = yA\]^-a)(b-d) + ^{b-a)(c- 
> geht durch die Substitution 

( + «' 



dt 
über in - 



/«{x) )/(i+c)(i+»;'") 

Daraus folgt, wenn mau: 



h-i'i—i?,-. Vi"- '■)(''-'')(''- 



rt»-a)(6-dj+|'(W- 
setzt, dasG durch die Substitution 

"• ' ' ' 2t l+n'tgqo 
dr 1 dg> 



}fR(x) f* /l~fc'sin> 
wird. Dabei durchl&ult x stetig wachsend alle reellen 
— CO bis -^oo, wenn man 9 von ~^n zu +^ft ilb( 
l'l— Ä'sin'^ ist wieder positiv, wenn VR{^) es ist. 
Anm. Setzt man 

i=-J = S(cos* + i.in*), 



SO wird: 



*.-TT^' *-rr,' '■-^«**- 



t'Ä(a') 

bringen, indem man für x eine rationale Function zweite 
sintp substituirt. Die einfachsten hierzu dienenden Fori 
folgenden. 



'H 
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Setzt man: 



c — a X — b 



s. 



c — b X — a 

so wird x=ib für $ = und a? = c für ä = 1 und x = a für s = oo; 
ferner hat man: 



= 1 — * 



b — a c — x 
c — 6 X — a 
b — a d—x" . c—b d — a 

= 1 • -; • 8 



d — b x — a 



c—a d — b 



und daher: 



«(-^=l^^^(^-«>-(^-')^^-*'')' 



wo 

oder, weil 



_ (c-b){d- a) 
" ■~(c-a)(d-6) 



c-b 



ist, 



dx 



ds {b — a){c — d) 



{x — a)' 



R(x) = Aic-a)(d-b)sii-s){l-k'»)(^)' 



Also: 



dx 



1 



ds 



Diese Transformation gilt ganz allgemein; wenn man aber für k* 
einen reellen positiven Werth, der kleiner als 1 ist, erhalten will, und 
zugleich zu reellen Werthen von x auch reelle Werthe von s gehören 
sollen, so kann man sie nur in dem Falle anwenden, dass a, b, c, d 
sämratlich reell sind. Unter dieser Voraussetzung habeu wir wieder 
4 Fälle zu unterscheiden, wobei wir wieder 

o <6 <c < d 
annehmen. 

a) A ist positiv und x zwischen b und c enthalten. 

In Folge der vorstehenden Formeln durchläuft s, wenn x stetig 
wachsend von 6 zu c übergeht, ebenfalls stetig wachsend alle Werthe 
von bis 1. Man kann also setzen: 

c — CL X — b 

= sin <;p, wo q> zwischen und \7t liegt, 



c — b X 



a 



l-c) 

ilten. 
itee d 
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wo 5«izf. fc' - (b-^K'i-o) 1 _ .. _ (c-b)id- a) 
;^«J«*^t * -(c_a)(d-6)' ^ * -(c-«)(d-F)- 

d) il ist negativ, und x zwischen c und d enthalten. 
Man setze b^ c, d, a für a, h, c, d und 

d — b x — c . a c — b d — x , 

d — c x — b ^' d — c x—b ^ 

_ c{d — b) — b(d — c)$m^q> 
"" d— 6 — (d — c)sin'9 ' 

so durchläuft o; stetig wachsend das Intervall c.d, wenn (p stetig 
wachsend von zu \n übergeht; und man hat 

dx %/ dq> 



iR{x) y-il(c-a)(d-6) y'l-Ä^inV' 



wo wieder» 



(b-a)(d--c) 



J-*' = 



(c-6)(d~a) 



"(c-a)(d-6)' ' " '^ {c--a){d'-b) 

Hinsichtlich der Zeichen der Wurzelgrössen ist bei (/?, y, d) das- 
selbe zu bemerken, wie bei (a). 

8. 154. 

In dem Falle, wo R{x) nur vom dritten Grade ist, kann man eben- 
falls die im Vorstehenden entwickelten Formeln anwenden, indem man 

überall -j für A, und dann d = oo setzt; denn dadurch geht Ä(a?) in 

A{a—x)(b—'x){C'—x) 

über. Es ist aber zweckmässig, auch für diesen Fall die fertigen 
Formeln zusammenzustellen. 

1) Transformationen ersten Grades. 

I Es ist ß(a?) = il(a — a?)(6 — a?)(c — a?), und a, 6, c sind 
alle drei reell {a<.b <. c), 

a) A ist positiv und x liegt zwischen 6 und c. 



&== 



}/c— a + y^6— a' 



n 



k, m = 1/^ (yc— a + 1/6 — a) 



1^ 



c — a a?— 6 l + sing> 
b — a c—x 1 — sin qp 



.^Hb + c) + i(c-b).^^ 



nir 
nir 

sutfa 






entti 
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ß) A ist positiv und x zwischen — oo und a enthalten. 



fc=: 



a 



2f /(c— a) (6— a) 



dx 



X 



1 



= a-|/(c-a)(fr-a).^-^ 



jtt = Vi! • }/(c— a)(fr — a) 



1 +cosy 



dq> 



cos 9 
qp = für a?= — OO] 
qp = TT für a: = a 



2) Transformationen zweiten Grades für den Fall, dass 

R = A{a — x){b — x){c — x) 
und a, 6, c reell sind {a<ib<.c). 

a) A ist positiv und x zwischen b und c enthalten. 



*• = 



c-b 



a x—b 



X — a 



= sm qp, 



b — a 



X 



x — a 



= cos 9 






0? 



cb; 



__ 6(c — a) — a(c — 6)sin'qp 
~" c — o— "(c — 6)sin*qp 

dq) jqp = für 0? = 6] 



yR(x) ~ l/Z(c^"a) }/l — *'"sin> (qp = ^tt für o? = cl 
/9) il ist positiv und x zwischen — oo und a enthalten. 



*' = 



6 c — a 



a — X 



a 



— = sin flp, = cos cp 



X 



dx 



A Ä.» b — a 
c — a 

dq) 



c — X 
sin'qp 



qp = für 0? = - 
qp = ^TT für a? = a 



oo; 



iR{x) iA{c—a) yi-^*'sin> 

y) A ist negativ und x zwischen a nnd b enthalten. 
b — a x—a . „ b—x 



fc' = 



, T = sin flp, r = cos cp 

— a b — a ^ b — a ^ 

1— &* = . X = a + (&— ■Ä)sin*qp 



a 



dx 



1 



dqp 



qp = für a; 

iWp) i—A{c—'a) i/l— *'sin> l qfJ = ^tt für a? 

d) A ist negativ und x zwischen c und -^oo enthalten. 



a 



= 6 



**=' 



b—a x—c 



c-b 



, 7 = sin cp, r = cos flP 

c — a x—b ^ x — b ^ 

Schellbacb, ellipUache Integrale. 18 
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Die Stirliug'sclia Interpoktioas-Reihe. 

reducirt. Dabei ist zu beachten, dass das dritte Integral durch 
beiden andern ausgedrückt werden kaon, wenn n einen der Wi 
1, "1, Ä, — ft, hat. 

Anni. Man hat, wenn a eine beliebige Constante bedeutet 

tB"'(a) = J„ JÄ"(a) = ^. R'{a)=Ä„ R{it) = A^ 
gesetzt wird: 

^.(s-ß)— VÄ(^ 
^ {m-{-i)A{x — a)"-^^ds {m + i)A^{x- a^+'-dx 
VRixj "^ vW) 

-i) A,(x-a)~ - 



VR{x) VR{x) VR(xJ 

Vermittelst dieser Formel kann man, wenn a,, o, u. s. w. 
verschiedenen Wtrthe von x sind, fup welche F(x) = oo, aber i 

R(x) = wird, ^ ' auf die Form : 

VR(x) 

bringen, wo G{x) eine rationale Function, und ^^, ß^ ... y,3,e 
slanten sind. Dabei ergiebt sich e = o, wenn R(x) vom dritten Gi 
also Ä = o ist. Auf diese Weise wird der algebraische Theil 

■F{x)dx , 



/ 



abgesondert, bevor man ejne der angegebenen Transfo: 

Vh{x) 
tionen macht; was in manchen Fällen vortheilhaft ist. 



Vierzehnter Abschnitt. 

Die Stirling'sclie Interpolations-Keihe. 
8. 156. 

Unserem Versprechen gemSss geben wir in diesem Abschnitt« 
weit es der Raum gestattet, eine Vorstellung von den Anwendui; 
welche Stirling von den algebraischen Gebilden gemacht hat, aus d 
wir die Thetafunclionen abgeleitet haben. Wir wollen, diese eigentl 
liehen Producte nach dem Vorgange von andern Mathematikern 
dem Namen der geometrischen Factoriellen belegen und um 

18» 
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' + nr;+pi7T::?+ i-r.i-rM-.- +-°''- ■ 

Wir wollen jetzt versucben, den reciproken Werth einer solchen 
geometriscben Factorielle mit unendlich grossem Exponenten in eine 
Reihe von folgender Gestalt zu entwickeln: 





1- 


-a:r.l 


— ar'.l —xr'. 






1 "'* 1 


°.« 


'* , 


a,x' 




"• ' l-ir' 1- 


■xrA 


-«•• ' i-xr. 


l-xrM-ir' 


also 


in der Gleichung: 








(4-) 




1 _ y« «.«• 




die 




bestimmen. Dies gelingt am leichlest 


folgende Weise. 
Es ist offenbar: 










r':'(l- 


-aT'+') = r'.''+ 




also, 


weon man mit r*. 


' . r*' 


■+' dividirt. 





r'"+' r»:.+r»:'+' 
oder 

Setzt man nun in (4.) ar statt x, so erhält man, wenn diese 
Gleichung benutzt wird, 

p^ = K -^^ = (i-'^)-s„ (-p^ ^ — p?Hl— > 

Dividirt man die linke und rechte Seite dieser Gleichung mit 
1 — xr, so gelangt man zu der Formel: 

1 _ „ a.x" _ a,x'r' „ a,a;'+V+' 

oder • 

oder, wenn man die ganze Gleicbnng mit x dividirt, 
a.(i-r) i..(l-r> a.(l-r'K 

— ?Trr+ 7^^+ "i^Tjs- + ";■ 
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1 

i_l.i_l.i_l.... 

_ . j ^_ I __r!__ j ^ u 

~*-r(l__rV'^(l-r.l-0^"^(l-r.l~rM-r*)'"^"" 



oder 



1 r* 



Aus (2.) ergiebt sich aber, für a? = 1, 

111 

j — II > 2. "~~ ■ « 1 — — — — • • • • 

r r* r^ 

"^ ^"'"T^"^ 1 — r.l-^"^l — r.l — rM — r'^ "^ 



• • • 



oder 



(7.) (iy-=^;_^. 

Aus (1.) erhält man, für a; == 1, 

1 — r.l-rM-r\... 



^ ,.3 ^6 



1 — r"^ l — r.l — r* i-r.l — rM — r 



oder 

(8.) r^-'^^K^-^y^^' 

Diese Reihenausdrücke, welche nachher benutzt werden sollen, 
gestatten auch vielfache andere Anwendungen. Wir wollen nur noch 
erwähnen, dass man z; B. den Coefficienten (q^; q^\ welcher in §. 16 
bei den Thetafunctionen erscheint, durch stark convergirende Reihen 
berechnen kann, wenn man zunächst seinen reciproken Werth durch 
die Formel (6.) bestimmt. Nach dieser Formel ist z. B. : 

1 ^ 1 

C^V^') 1— gM-gM~9'.... 

= !+_?!_ + ?! i._ ^'' 



(l-qy ' (i-q\i-q*y ' (1 _ gM _ ,M _ ^.). 
und nach (8.) würde man erhalten: 
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Multiplicirt man nun die Gleichungen (2.) der Reihe nach, mit 1^ 

111 
-TT» -TT» TT» •••• ^^^ addirt die Producte, so erhält man: 

Die Coefficienten von A^, i4,,.... verschwinden aber sämmilich 
vermöge der Gleichung (3.) in §. 156, und es bleibt nur, wenn wir, 
der Kürze wegen, 

11 r* 

(5.) ^--^0 7^ "^ /Tvi'^'^-^ü p^»^ 

oder 

* = ^ + (rr7)' + (i_r.l-r'7 + (l-r.l-rM-r«)' + '*" 
bezeichnen, 



'o r*v* 
oder 

(6-) A = {i+-^, + j^.+-] i«,+ ^+Ä+^ + -.I- 

Um die übrigen Goefficienten zu bestimmen, dividire man die 
Differenzen der Gleichungen (2.) der Reihe nach durch l,r,r*, r ',.... 
so wird: * 



(7.) 



r 



_Du^_ 



r' 



il,ri;t + il,rVi' +il,rVi» + 



Die Summe dieser Gleichungen liefert wieder, nachdem sie mitl, 

111 
~n» 112» ITä»"" multiplicirt worden sind: 

also 

j __ _ ^ 5,0) ^^.. 

Aus (7.) bilde man weiter das folgende System von Gleichungen: 



'S 



rienehoter Absohni 



mhrt zu dem Vi 
Ä^ zu erhalten, 



~~D'tt =A,r 



-iD'u, =Ä,r' 






let man, dass all 
zl für die Fund 



(-')■ 
rK"'— >r»i" 
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§. 158. 

Man kann den Goefficienten dieser Reihe auch eine andere Ge- 
stalt geben. 

Zu diesem Zwecke bilden wir zunächst folgende symbolische 
Formel. Wenn man die Exponenten der u durch Zeiger ersetzt und 
das durch die Gleichung (3.) in §. 157 characterisirte Operationszeichen 
D benutzt, so finden folgende Gleichungen statt: 

Du = tt* — tt°; Du^ =u^ — u^ =u\u—l); 

Dug = II*— tt' r= ti*(tt — 1); 

Ferner ist 

D^u —Du^ — rDu = tt'(tt— 1) — r(tt— 1) =(w— 1)(m — r) 
jD'w, =Du^ = rDu^ = w'^M— 1) — rw(ti— -1) = tt(tt — l)(tt--r) 

folglich 

D^ti = D\ — r'D*u == M(t« — 1) (w — r) — r\u - l)(tt— r) 

= («— l)(tt— r)(w — r*). 

So fortschreitend gelangt man zu der Einsicht, dass allgemein 

(1.) D«ti = («i — l)(tt — r)(w — r')...(M— r«+*) 

gesetzt werden kann, wenn man das Prodiict entwickelt und statt der 
Exponenten der u Zeiger einführt, also u^ durch Um ersetzt und im 
letzten Gliede der Entwicklung auch statt des Goefficienten 1 die Grösse 
u^ = Uf^ setzt. 

Wollte man sich des Zeichens für die geometrische Factorielle 
bedienen, so könnte man das Product in (1.) auch so darstellen: 

«-0-t)0-7)0-v)--0-?)=«"'-^"=^"«- 

Eine solche Factorielle lässt sich aber auf folgende Weise in eine 
Reihe auflösen. . Es ist z. B. 

(tt— l)(ii--r)(«i — r') = M*-~(l + r + r')tt' + r(l + r4-r')w'-rV 

, 1~H i-r' 

MultipHcirt man diese Gleichung mit u — r^, so findet man 
leicht, dass 



I 

1er 
Üb 
endi 



■Jü 



157 

r'i 



t M 
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Gleichungen, die nur die Coefficienten il„ ilj, ... enthalten, aus dem 
dann weiter eine Gruppe von Gleichungen mit den Coefficienten -4,, 
k^... entwickelt werden kann. Schreitet man so fort und wählt aus 
diesen Gruppen von Gleichungen immer die erste, so kann man fol- 
gendes Gleichungssystem aufstellen: 

^^ - A ^'^' A (^')'^' A ^''^''' 

4v£ +vfc^%- 



r 



l,-2 ~" r "f ^ift I "8 ^lii 



-V ;äi3-- 



.1;3 



Die Summe dieser Gleichungen giebt, da vermöge (3.) die Coef- 
ficienten von il, ; A^; il» ; . . . verschwinden :, 

fa D^'u Du D\ D^u 

(4.) ^ = -^0 7iir = *'o+;ni+7ij+7iir+--- 

oder 

_ tf~i . (u-l)(ti~ r) (ii~l)(ti~r)(u-r') 

wenn man nämlich in der letzten Formel die Zähler der einzelnen 
Glieder auflöst, und die Potenzen u^y «', m', ««',... durch die Grössen 
ttj,, Mj, t*j, Wal-" ersetzt. 

Um die übrigen Coefficienten zu erhalten, muss man in ähnlicher 
Weise verfahren. Man findet dann, dass das allgemeine Glied der 
Reihe 

v''-^ ^* ~" HC" '-•) H?» -^0 r»^ r^i« 

ist; die neue Entwicklung von Ux ist also: 

Die Reihe (9.) in $. 157 kennt Stirling nicht und von dieser 
Reihe entwickelt er nur das erste Glied, welches aber auch haupt- 
sächlich practischen Werth hat. 



S. 1 

9.) iD §. 157 un 
in Ux bedienen, ^ 
ist dann annäher 

\-A,f-^ ""' 
f^,r— ■ "- 
ie vorletzte Gleic 
'erth von 

r = Dtt^r. 
idlicb grosses ne 
8. 15S: 

bedient sich Slir 
und der folgend« 
n Kreise vom R. 
;bs seUist zu ber€ 
che des dem Kre 
{,1403311569547 
(,1365484905459 
;,12!4451522580 
1,0614674589207 
»,8284271247461 

)e folgende Diffei 

her ist fUr r der 

^ren soll. 

nn: 

D«, — 4Du 
Du^ — iDu, 
Du, — 4Dm, 
D\ - l&D'u 
D\ — 1&D\ 
D'u, — 64fl'u 



>n 
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In diesem Falle ist also: 



D*u 



45 2835 ' 722925 

Wo = 3,14033115695475 

126088880294 

60727439 

55652 

119 

tt_„ = TT = 3,14159265358979 bis in die letzte Stelle richtig. 

Wollte man sich der Formel (9.) in §. 157 bedienen, so er- 
hielte man: 



u-a. = ß2;r 



Us 



r*r 



1;* 



Der Coefficient nimmt in dem Falle, wo a? = 4 ist, folgenden 
Werth an: 

4« 



Ä = l 1^ 51 256 _ . , 4 4^ 

3 ' 15 '63 ' 255"*"'""' "^ 3' "^(3. 15)' "^(3. 15.63) 

und es genügen 4 Glieder, um bis auf 14 Decimalen genau 

R = 1,45235364244962 

logÄ = 0,1620723 

zu erhalten. Der Factor von R wird in diesem Falle 



-,+ 



(2.) 2: 



H^ 



Ue 



+ 



u. 



u. 



" 3 "'' 45 2835 "^ 722925 739552275 



+• 



Setzt man hier für die «ihre Werthe, so findet man: 

js;" ifi. = 2,163104468338. 

Das Product dieser Zahl mit R liefert: 

TT = 3,141592653593, 

enthält also einen Fehler von drei Einheiten in der zwölften Decimai- 
stelle. Diese Methode der Berechnung ist also in diesem Falle weniger 
bequem und weniger sicher als die erste, kann aber als GontroUe der 
Rechnung dienen, und giebt eine deutlichere Vorstellung vom Grade 
der Annäherung, welche man erreicht hat. 






■n. 
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Mit demselben Erfolge gelingt auch die Berechnung der elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung, wenn man die Methoden des 
§. 118 benutzt. 

Es war dort gp = 47° = 169200" angenommen und gefunden 
worden 

y^ == 92030", 14 
g), = 47118",15^ 
93 = 23703",64 
9;=11870",112. 

• Setzt man q>z=zu^; 2q>^ = u^; iq)^ = m, ; 8^3 = u^ ; 169^ = tt^, 
so wird 

F{q>) = 2«9^ = w-o, 

und es ist auch hier r = 4 anzunehmen, da, wie a. a. 0. bemerkt 
wurde, jede Differenz ebenfalls viermal kleiner ist, als die vorher- 
gehende. 

Wollte man sich der Reihe (2.) in §. 159 bedienen, und etwa 



9 



u. 



setzen, so lehrt dieselbe, dass, wenn cp selbst 90* 



) 



= 324000" betrüge, das GHed, welches u^ enthält, doch noch keine 
tausendtel Secunde ausmachen, also stets verschwinden würde. Man 
erreicht daher für logarithmische Berechnung in allen Fällen einen 
genügenden Grade von Genauigkeit, wenn man die Reihe mit 169^ 
beginnt, so dass also 

u^^i^nyjp^- — + j^ 22680+ 115668L 
ist, wobei 

logl6Ä= 1,3661923 

genommen werden muss. 

Werden die Winkel 9 in Secunden ausgedrückt, so muss der 
Werth von u^^ noch durch 206264,8 nämlich die Anzahl Secunden, 
welche der Längeneinheit entsprechen, dividirt werden, um sogleich 
w_ft, als Bogen eines Kreises zu erhalten, dessen Radius 1 ist. Der 
Logarithmus dieser Zahl ist aber 5,3144251. Diese Zahl von log 16 ß 
abgezogen, giebt den Rest 

0,0M7672~4 

und diesen Logarithmus hat man nur zum Logarithmus der Reihe 

Schellbach, elliptische Integrale. 19 









^Jf'-J 



i 



Dib Stiiliiig'sche [iiterpolatious- Reihe. 

F(9)) = 0,9212413 

also ist 

E(y) = 0,7379957 

Der genauere Werth von E(q)) = 0,7379960. 

Wollte man die Reihe (1.) in §. 159 anwenden, 
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M_,ü = U, 



Du D^'u \D'u 

3 "'' 45 ■^2835"^ 



so hätte man folgend^ Rechnung durchzuführen: 
16g),=ti„ = 189921,792^ ^^^ ^, 

8,.=., = 189629.12 ^ ,,,;,^'>y = '♦■'%..= -.2,80 

^^'^'-'T^^Z «»= -44.232" "■="'■"' 
2(pj =«3=184060,28 * 

«1 = 189921,792 

— iZ>w= 97,557 

^\j^D'u = 0,335 

^jhzD'u= 0,004 



log. 190019,688 = 5,2787986 

5,3144251 



logM^cü = 9,9643735 
Es war hier u-^f^ in Secunden ausgedrückt worden und um diese 
in Theile des Radius zu verwandeln, musste vom logM_w der Loga- 
ritlimus von 206264,8 abgezogen werden. 

Weil die andern Methoden der Berechnung von £(9), wenn der 
Modul k der Einheit ziemlich nahe liegt, immer noch beschwerlich er- 
scheinen, und die hier mitgetheilte, wenn zugleich auch F(ff) verlangt 
wird, vor den übrigen den Vorzug verdient, besonders wenn etwa diese 
Functionen auf mehr als sieben Decimalen berechnet werden müssen, 
so wollen wir noch die Berechnung eines zweiten Beispiels vollständig 
durchführen. 

Es mögen also die beiden Integrale 



/.70» 
, t/1 — /^si 



dg) 



/•70* 
dyi/l~(sin80°)*siny' 




-f^ y'l-(sin80")*sin(^* 

zur Berechnung vorgelegt werden. 

Statt des in §. 118 benutzten Formelsystems könnte man offen- 
bar auch das folgende anwenden; 

19* 






1 «A. 



. r. 



■i 

-'■■'; 



\ ' .J' 



\ '. 



' i> 



^^^ . 



l'j. . »■ *>■■■ 
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i 1 'Vi 



:■/■. 



SO wie auch 

smcp, = — =-^. 
^* cos^y 

Setzt man also: 

(2;) 

SO wird hiernach 



also cos^j 



1 



^ ycos^(y + y ) cos^(y-y) 

cosJ^y 



* = ;:;:rn;V'cosi(5P +y)cosK<)P-y), 



cosö = 



COSf<p 



(3.) 



sin (g)j — i y) = -r- sin J y sin ^ d'. 



Berechnet man sich daher den Winkel ^ y durch die Formel (1.), 
in welcher g>^ statt y geschrieben werden muss, und 6 aus (2.), wo 
ebenfalls g> und y mit qt^ und y, zu vertauschen sind, so findet man 
die kleine Differenz 93—^^2 mit sehr grosser Genauigkeit aus der 
Formel (3.), in welcher wieder 5P3, y^ und y^ an die Stelle von ^,, 
gp und y getreten sind. 

Um nun noch E((p) zu finden, muss man den Werth der Reihe 

sinqpsinyj-f 2 sing), sin y2 + 4 sing), sin yj + «»r • 

oder, was dasselbe ist, der Reihe 

2 tg icp sin ^ y'+ 4 tg iq>^ sin iy] + 8 tg -Jy, sin ^y J + • . . 

berechnen, wozu man nur bereits bekannte Logarithmen benutzt. Von 
dieser Reihe bedarf man aber in unserm Falle tUnf Glieder. Diese sind : 

Du = 0,00456120 D'u = 0,00029663 

Du^ =0,01794871 

Du^ = 0,06736757 

Du, = 0,21410966 

Du^ = 0,43486333 

u^ = 0,73884993 

Du: 3 = 0,00152040 

D^u: 45 = 0,00000659 

~ 0,74037692 = F(<p)-^E(g>) 

Fg)= 1,6918157 

E(p = 0,9514388 

Der genauere Werth von Eq^ ist in der letzten Stelle um 3 Ein- 
heiten kleiner. 
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Erster Abschnitt« 

Die Oberfläche des EUipsoids. 

§. 161. 

Der Inhalt j eines Tbeils der Oberfläche eines Körpers, dessen 
Normale im Punkte a?, y, s mit der Axe der i5 den Winkel y bildet, 
wird bekanntlich durch das Doppel-Integral 



=# 



dxdy 
cosy 



ausgedrückt, wenn die Coordinaten rechtwinklig sind und die Grenzen 
der Integrale den gegebenen Bedingungen gemäss gewählt werden. 

Um die Schwierigkeiten der Integration zu vermindern, sucht man 
gewöhnlich durch Eintiihrüng zwei neuer Variablen u und t> statt x 
und y die Grenze der beiden Integrale von einander unabhängig zu 
machen. Es liegt aber nahe, für die eine dieser Variabein den Winkel 
y zu wählen, da dann cosy unverändert beibehalten werden kann. 

Zieht man nun in der 
y' Ebene der ocy durch den An- 

fangspunkt der Coordinaten 
gerade Linien OA, OA^^ ..., 
welche durch die Gleichungen 
dargestellt werden, die aus 

(1.) y = waj . 

entspringen, wenn man dem 
u eine bestimmte stetige Reihe 
von Werthen beilegt, und durch- 
schneiden diese Linien ein System von Curven BC, 5, C, , . . . , deren 
Gleichungen aus 







21 






'>^^ 

:.^1 
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Multiplicirt man (4.) mit p% und beachtet N 6, so erhält man: 



(7.) 



^* /?* /,i» 

a h c 



für das Quadrat des Abstands der Berührungsebene vom Anfangpunkte 
der Coordinaten. Es ist beiläufig noch zu bemerken, dass die Summe 
der Quadrate der Gleichungen N. 6 zu der Gleichung führt: 



(7'.) 






Aus (6.) findet man: 



(8.) 



x* = 



hea\ 



a{bca' + caß^ + aby') 



Sind in der Figur 0-4 =ap, 
^ß =: y, fiC = Ä die Coordina- 
ten des Punktes C der Oberfläche 
des Ellipsoids und ist CD = n 
die Normale, so wie OE = p die 
Entfernung der BerUhrungsebene 
im Punkte Cvon 0, so ist, wenn 
BD mit OX oder ÖF den Win- 
kel q> bildet, 

DB = «siny; Z)F = wsinycos5p; BF = «sinycosqp; 
und daher 

DF BF 

(9.) er = — =sinycos5p und ß = — = sinysin5p. , 




(10.) 



Durch diese Ausdrücke verwandelt sich (8.) in: 

ftccosy* 



X = 



(11.) 



a{bc cos qp* -f- casin g)'-}- ^b coty*) 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich durch Differenziren: 
icdx 6'c cos qp* siny 



9\9 



(12.) 



cosydy {bc cos q>^ sin y^-^-caninq}^ sin y^-^ ab cosy*) 
Es ist aber aus (6.) und (9.): 

aß a ^ 



t?ir 
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verwandelt, und differenzirt beide Seiten nach t, so ergiebt sich so- 
gleich, wenn man die Grössen a und ß wieder einführt, 

(3.) /'*" '^ 






a\2 



"1-/9 sin qp') 



^''•"^^^''(i+^i)- 



Wenn man dieses Integral mit dem unter N. 1 vergleicht und 
/ afrcosy^cosy'-f'^'^cosy'sinqp' 

statt ab cos y^ setzt, so sieht man, dass 



a = 6(acosy'+ csiny') = bell cosy 



und 



ß =: a(6;cosy*+ osiny*) = ac^l — 



c 

€ — 6 



cosy 






genommen werden muss, wenn beide übereinstimmen sollen. 
Es ist daher, wenn man 

y — == cosT und y — = cosp. 



setzt, 
(5.) 



s2. 

2n 



sinydy 



• \ ^i (l-sinir*.6osy*)*(t-sine*cosy')* 
, /£_ /y^ sinyrfy 



ü ( 1 — sin t' cos y^y (1 — sin q^ cos y')^ 

Um diese Integrale durch die Functionen f, g, h auszudrücken, 
wollen wir, wie gewöhnlich, den Modul mit k bezeichnen und 



(6.) 
setzen, also 

0-) 



fx 
sinrcosy = ^; sin ^ cosy = ^/kfx 



smT ' c — a ' c — a 



wobei wir annehmen müssen, dass q kleiner als t ist. Es wird dann 



1 — sinT^cosy^ 



k — fx^ Wgx'' 



k k 

1 - sin p' cosy' = 1 —kfx^ = Whx^ 
und, wenn man die erste der Gleichungen (6.) differenzirt, 

^ Oo^gxhx 



sin T sin ydy 



dx. 






I 

■'■M 

••'■■? 






.■V' 



C-fi 






>s 



'••wl 
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hni* 

= (b-a)ef^+eU' — -\-x (b^o*- a^o*- (b - a) l"6o). 

gx 

Benutzt man hier die Gleichungen (4.) und (9.), so findet man: 






Öo 4o'. 



oder, wenn, wie vorher, die Halbaxen wieder o, 6, c genannt werden, 
(11.) = 27i6y'a'-c' -^ + ^ ^ 



•' c' 



-Z7^ + 



ÖoQo' ' Va^—c*^ 



%. tea. 



Beispiel: 

Es sei ö = 3, 6 = 2, c = 1. Dann wird 

cosi:=S, cos^ = i, * = /H = S'n66M2'58",77 

T = 70''31'43",61, 
und die Formeln (10.) und (11.) nehmen die Gestalt an: 

(12.) = «(2 + i/2FT + >/128£r) 

(13.) = «y'128{^+|a:«o'-^ + A5|- 

Wenn man die letzte Formel zur Berechnung anwenden will, so 
muss zunächst der Werth von q durch die Formel (6:) in §. 43 be- 
rechnet werden. Es war nach dieser Formel: 

cos/? = VA' = Av. also ß = 51«2' 40^17 und A = ^ tg^/J' 

und zwei Glieder reichen hin, iimZvöUig genau 

• g = 0,1140188 

zu geben. Da die neunte Potenz dieser Grösse auf die siebente De- 
eimalstelle keinen Einfluss mehr hat, so wird: 

log (Jo» = log(l + 2g + Iqy = 0,1786674 
und 

loo Jül- - loff ^(g^^g*) - 9 8910353 
*^^ m^' ~ *^^ (l-2g + 2g*)«o» - ^'8910353. 





















-13 
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Die weitere Durchführung der sehr einfachen Rechnung liefert 



folgende Werthe: 



y 



y =60' 

y^ = 37M5'40^478 
y, =20°16' 2",228 
y^ = 10M9^41",246 
y^= 5M1'20",901 

9, =. 20342",364 
9),:180= -443^099 
11566800= 0^022 q> 

20785",485 
6759^,813 



gp = 70"31'43",61 
g), =4lM8'3r',119 
9, = 22»* 947^814 
9)3 = 11M5'19",057 
9?, = 5°39' 2",364 



y^:6 = 6753M76 
22680 = 6",637 



6759",813 



14025^672 also ¥{%) = 1,5801229. 
sinr siny^ = 0,3535534 u^ = 0,5748033 



2sin'irjSiny» =0,1599907 
4sinT2Siny5 = 0,0484864 
8sinT3sinyJ = 0,0127728 



0,5748033 



Z>M : 3 = 42576 

D'u : 45 = 579 

Z>%:2835= 27 

Z>*m: 722915= 3 



0,5791218 
F(r) = 1,5801229 



Mit diesen Werthen findet man: 

= 48,88211. 



£(ir)= 1,0010011 



§. 164. 
Die bemerkenswerthe Formel: 

oder 

(1.) f%>^^gY + hr'=i, 

in welcher jr und x' von einander unabhängige Grössen und v und 
v' durch die Gleichung w^ = n^ mit einander verbunden sind, wurde 
bereits in §. 34 gefunden und schon in §. 122 zu geometrischen 
Untersuchungen benutzt. Sie lässt sich unmittelbar für die Berechnung 
der Oberfläche eines EUipsoids anwenden. 

Schellbach, elliptische Integrale. 20 
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welche den ähnlichen auf der angeführten Seite entsprechen und die 
dort angegebene Bedeutung haben, mit welcher sich der Leser vertraut 
machen muss. Die Substitutionen (3.) nehmen vermöge (6.) die Ge- 
stalt an: 



(7.) 



^= asinqp|^l--Ä"siny''; 7] = bcos(pcosg>'; 



5 = csinyVl — Ä'sin^)*. 

Die Gonstanten k und k^ sind willkürliche und nur durch die 
Gleichung : 

mit einander verbunden. Die^e Constanten lassen sich aber so be- 
stimmen, dass der Ausdruck unter der Wurzel in N. 5 in ein Product 
zerfällt. Nach §. 26 ist nämhch: 



und r = ?-t*^\ 



also wird 



a' "^ 6' "^ c' " 6' "•" A'o''^ Äc* '^ kk!a*c» 

Wird nun k so gewählt, dass 
(8.) &V+Ä'V = 6', 

so erhält man die Zerlegung: 



(9.) 



3rf3 



rh>',9T,hr 

a' T 6' "*" c» 



\b '^k'aV\b "*'äcV' 



Das Integral <S nimmt also, wenn man die Gleichungen anwendet 

Af'&' = 1— Äff'; kh'* = l—ef*; 
folgende Gestalt an: 

(10.) S = ^K^^'dxdxf{t - kr- kff") VÄ'ay+6'/^j/ftcV'+6'p 

in welcher die Veränderlichen x und a/ gesondert erscheinen, und 
die Constanten k und k' sich nach N. 8 durch die Gleichungen 



Ä» = 



o' 



9 9 9 

a —c 



r = 



6'-c' 



a' 



ergeben. Führt man in (10.) durch die Formeln (6.) die Winkel q> 
und 5p' statt der Veränderlichen x und a?' ein, und bezeichnet: 

20* 
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X — a 



1 1 /. aj «' ic' \ 



also kann man statt (1.) schreiben: 



<-'^i^'+f+f.+-)('+?+p+-)('+?+p'+..>- 

=^o+f+?+-)+s=('+i+f;+-) 



.m— 1 



Ordnet man beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von x 
und setzt die Coefficienten gleich hoher Potenzen einander gleich, so 
erhält man das folgende System von Formeln, wenn man zunächst 
rechts nur bis zur Potenz a?'*~* fortschreitet, 



a 



m — 1 



q>'a 



+ 



a 



m— 2 



+ 



Jm-l 
Jm-2 



+ 



+ 



»m — 1 



qfc 



4 — = 



»m— 2 



9>'a q/b q/c 



+ ... = 0. 



(3.) 



Diese Formeln können sämmtlich durch den Summenausdruck 



angedeutet werden, in welchem q/a n Factoren enthält und m irgend 
eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., « — 1 sein kann. Besteht qp'a z. B. aus 
zwei Factoren, so finden also die identischen Gleichungen Statt: 



(4.) 



(5.) 



1 



+ 



1 



a'—h.a — c h — a.h — c c — a.c — 6 



+ 



1 



a 



a — b.a — c b — a.b 



+ 



+ 



— a.c—b 



= 



= 0. 



Schreitet man in der Vergleichung der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von x in der Formel (2.) weiter, so erhält man noch folgende 
identische Gleichungen; 
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Beriihningsebene im Punkte x, y/ z parallel läuft. Die Berührungs- 
ebeae des Ellipsoids im Punkte x, y, ä ist 

wenn §, rj, ^ die laufenden Coordiuaten sind. Also ist 

die Ebene, welche durch den Mittelpunkt des Ellipsoids geht und der 
Berührungsebene parallel ist. Das Quadrat des Radius des elliptischen 
Centralschnitts, welcher vom Mittelpunkte nach irgend einem Punkte 
|jy^ der Peripherie desselben gezogen ist, sei «, dann hat man die 
Gleichung: 

(3.) ^^ + n' + ^^=::u 

und weil ^t]^ auf dem Ellipsoid liegt, auch 

M 9 J-9 

(4.) ± + ±J^±=:U 

^ "^ a c 

Betrachtet man die Gleichung (3.) als die Gleichung einer Kugel 
und zieht von ihr die (4.) ab, nachdem man ihre beiden Seiten mit 
u Dultiplicirt hat, so erhält man: 

(5.) ^(a_„) + |!(6_„)4.i!(c_«) = o. 

Diese Gleichung ist offenbar die Gleichung einer Kegelfläche, deren 
Spitze im Mittelpunkte des Ellipsoids liegt und deren Mantel durch 
den Durchschnitt des Ellipsoids und der Kugel geht. Wenn der will- 
kürlich gewählte Punkt ^tj^ nicht zufällig im Scheitel der grossen oder 
kleinen Axe des Centralschnitts hegt, so giebt es vier Pur Ate in der 
Peripherie dieses Schnittes, welche gleiche Entfernung. vom Mittelpunkte 
des Ellipsoids haben, so dass also die Kegelfläche (5.) von der Central- 
ebene (2.) in zwei geraden Linien geschnitten wird, welche mit den 
Axen der Ellipse gleiche Winkel bilden. Ist aber der Punkt ^jj^ ein 
Scheitel der grossen oder kleinen Axe des elliptischen Centralschnitts, 
dann fallen diese beiden Linien in eine einzige zusammen, welche ent- 
weder die grosse oder die kleine Axe dieser Elhpse ist und die 
Centralebenf5 wird in diesen beiden Fällen die Kegelfläche (5.) nicht 
schneiden, sondern nur berühren. Die Gleichung der Berührungsebene 
**n diese Kegelfläche (5.) im Punkte ^rj^ ist aber 
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Um iaus den Gleichungen (1.), (8.), (9.) die Grössen — ^ jT^ ^ 

ZU finden, bedarf es keiner weiteren Rechnung, denn setzt man in diese 
Gleichungen die Werthe ein: 

(\(\\ ^ a—u.a — '0^ y^ ^b—u:b~-v ä' c — m.c— ^ 

^ ''^ a a — b.a—c^ b b—a,b—c^ c ~~ c — a.c — 6' 
so werden diese Gleichungen sämmtlich befriedigt. 

Die (1.) verwandelt sich nämlich durch diese Substitution in: 



d^—a(u-{-'c)-\-uv ■ b^—b(u'\-v)-]-uv & 

-H ir""rT — ::: 1 — 






a—b^a—c b—a.b — c c—a.c 

eine identische Gleichung, welche offenbar durch die Formeln (4.), 
(5.) und (8.) jn §. 165 bestätigt wird. 

Die (8.) geht durch dieselbe Substitution in: 

a — 6.6 — c b — a,b — c c — ä.c — b 
über, und auch diese- Identität findet ihre Eesläligung durch, die For- 
meln (4.) und (5.) in §. 165. Ebenso wird dann auch die Gleichung 
(9.) in eine identische verwandelt. Die Gleichungen (10.) bieten also 
wirklich die gesuchte Auflösung dar. ' . 

Bezeichnet man, der Kürze wegen, die Nenner der Brüche in (10.) 
in folgender Weise: 

a — b.a — c = A; b--a,b — c = B; c — a,c—b=^C, 

so findet man aus diesen Gleichungen, wenn man sie iogarithmiscb 
differenzirt, auf der Stelle: 



] A \ ' a—u ' a—n 

(11.) I My^-^^\du^^+d4\ 



Führen wir die Bezeichnung ein: 

Y dy dz dz dy 

; ^ dud'C dudv 

y dz dx dx dz 

du dv du dv 

^ dx dy dy dx 

~ dudv dudv^ 



u] 



C—Vi 






V, 






'm 



■"•■V 
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Die Oberfläche des ganzen EUipsoids ist also: 

_ f^ 2p|/grf p p' Vu du 

^ ya — v.b — e.v—C'^ }/a — u.u—b,u — c 

*^ 2yvdv /'** u^udu 



y '*^ 2Vv dv /'^ u yt 

c i^ — ^'^ — iD.v—C'^ ^a^u,u 



h.u—c 

Die Zurückführung dieses symmetrischen Ausdrucks auf die ein- 
fachen Formeln des §. 162 lässt sich zwar mit Hülfe der Formein des 
dreizehnten Abschnitts in der ersten Abtheilung bewerkstelhgen , er- 
fordert aber doch immer noch ziemlich umständliche Rechnungen. 

§. 167. 

Ueber die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines EUipsoids. 

I 

Obgleich die beiden Probleme, welche wir jetzt behandeln werden, 
nicht auf elliptische, sondern auf Abersche Integrale führen, bei 
welchen das Polynom unter der Quadratwurzel den vierten Grad 
übersteigt, so glauben wir dennoch ihre Behandlung hier einschalten 
zu dürfen, da sie uns Gelegenheit geben werden, den Nutzen der im 
vorigen Paragraphen eingeführten Coordinaten nachzuweisen und ausser- 
dem auch dem Leser einen EinbHck in ein anderes, höher liegendes 
Gebiet der Analysis eröffnen. 
Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines EUip- 
soids zu bestimmen, wielcher von einer Kraft k nach dem Mittel- 
punkte desselben gezogen wird, die proportional der Entfernung 
wirkt. 

Auflösung. 

Die Gleichung des EUipsoids sei wie in §. 165: 

^9 *.3 -8 

(1.) ^+l. + l.= i 

und der Widerstand desselben normal gegen seine Oberfläche werde 
durch A bezeichnet. Die Bewegungsgleichungen sind dann, wenn die 
Ableitungen nach der Zeit t durch Accente ausgedrückt werden, 

(2.) a:" = — + te; j/" = ^+%; ä" = — +ÄÄ. 

kZ/ 1/ üS 

MultipUcirt man diese drei Gleichungen entsprechend mit — , -^, — 
und addirt die Producte, so erhält man mit Rücksicht auf (1.): 



"Vi.:^ 



(9.) 

ist. 



Die Oberfläche des EUipsoids. 



317 



Um die Lösung unseres Problems zu beenden, müssen wir jetzt 
zu den Gleichungen (11.) im vorigen Paragraphen zurückkehren und 
die Summe der Quadrate dieser drei Gleichungen bilden. Um aber 
das einfache Resultat dieser Operation sogleich voraussehen zu können, 
muss man sich der identischen Gleichungen erinnern: 

JL 'A. ± A. 1. 

Ä ^ B ^ C 

a , ^ I " JL 

A{a-uyB{b—uy C{c—u)~lJ 



= 



o' . 6' . c' 



+ 



+ 






A{a — u) ' B(b—u) ' C(c—u) 

von denen die erste die N. 5 in §. 165 ist und die zweite und dritte 
die Gleichung 

cp^a 

für m = 1 und m = 2 darstellt, wenn der Nenner ^p'a aus drei Fac- 
toreiv besteht, denn nach der Bezeichnung im vorhergehenden Para- 
graphen ist 

U = —(u — a)(u — b)(U'-c), 

Verlauscht man nun in diesen beiden letzten Gleichungen noch 
u mit Vf so sieht man auf der Stelle, dass 

4 (dx'+ df+ d.^) = du' (?^«-?) + dv' (^9^) 

ist, oder, wenn man das Bogenelement mit ds bezeichnet, 

(10.) 



,2 , / \ /"udu^ vdv\ 
ds'^i(u-^v)i^— — j. 



Dividirt man aber die Gleichungen (11.) der Reihe nach durch 
/a, yb, v'c und bildet dann die Summen ihrer Quadrate, so erhält 
man die Gleichung: 

dx^ . dy^ , dz^ ,^ .^f'du^ dv\ 



(11.) 



a 



+f+—, = -i(u-^){,-jp—fr/, 



wenn man noch die Formeln 



11 1 

— 4-— 4-— = 



: V- 



,/iTt 



■iXt 



. i 
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erscheinen die Veränderlichen gesondert. Vertauscht man noch u mit 

1 1 

— und ©mit — , so nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 



n 



(19.) 



dr 



= + 



i(ar — 1) (6r - 1) {er - 1 ) (Dr* — Cr + &) 

dn 



l/(a«— 1)(6»— l)(cw— 1)(/>»' — Cw + ft) 

Wenn nun aus dieser Gleichung, in welcher die veränderlichen 
Grössen unter dem Wurzelzeichen auf den fünften Grad steigen, t? 
als Function von u bestimmt ist, so lässt sich dann auch aus der 
Gleichung (15.) t als Function von u oder t> darstellen. Eine weitere 
Verfolgung des Problems ist aber mit den Mitteln, welche uns hier zu 
Gebole stehen, unmöglich. 

§. 168. 

Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines Ellip- 
soids in einem widerstehenden Mittel zu bestimmen. 

Der Widerstand habe die Form 

wo ü die Geschwindigkeit des Punktes und a constant oder eine Func- 
tion der Zeit sein kann, ebenso wie ß als eine Gonstante oder als 
Function des durchlaufenen Bogens s betrachtet werden darf. 

Die Bewegungsgleichungen sind dann, wenn die Bezeichnungen 
aus dem vorigen Paragraphen benutzt werden, 

x" = | + (a« + /ScOg = ^ + («+/J»)a'', 

oder, wenn man der Kürze wegen 

a-^-ßD = k 
setzt, und die ähnlichen für die beiden anderen Ordinaten bildet. 



(1-) 



x" = ^+kx'; y" = k + ky>; 



rjf 



c 



Verfährt man nun mit diesen Gleichungen ganz so, wie bei der 
Behandlung der vorigen Aufgabe, so erhält man: 



J/V 



^^"^+ 6 



+ 



z'z'f 



) = "(f+l?+7)+<+V + T) 
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(8.) 



Vudu 



iviu^c) 



= + 



^X)dt) 



l/F(t?-C) 

Diese Curve, welche der Punkt durchläuft, ist offenbar zugleich 
die kürzeste Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoide und die Gonstruction 
dieser Linie lässt sich also nicht mehr durch elliptische Integrale be- 
werkstelligen, sondern fordert die Kenntniss der Aberschen Transcen- 
denten. Viel weiter eingehende Untersuchungen dieser Aufgabe hat 
Herr Weierstrass der Berliner Akademie mitgetheilt und einen Auszug 
davon in den Monatsberichten vom Jahre 1862 p. 986 veröffentlicht. 

§. 169. 

In gewissen Fällen lassen sich Integrale, welche in die Klasse 
der Abelschen zu gehören scheinen, doch auf elliptische zurückführen 
und wir wollen diesen Paragraphen dazu benutzen, um eine Substi- 
tution mitzutheilen, durch welche eine solche Reduction gelingt. Ob- 
gleich sie uns nicht dazu führen wird, einen weiteren Schritt zur Lö- 
sung der beiden behandelten Aufgaben zu thun, so kann sie doch in 
vielen Fällen nützliche Dienste leisten. 

Sind a und 6 zwei Constanten und unterwirft man die Ver- 
änderlichen X, y, z den Bedingungen, dass 
(1.) a?tga' = tgy' und a?tg6* = tga*, 

so folgt, wenn die Wurzel positiv genommen wird , 

a?tgatg6 = tgytg» 
und es kann 

cosi/sinis sint/cosis 

— ^-^-T = -r— ^ r = smop 

cos asm 6 smacoso ^ 

gesetzt werden, wenn die Veränderhchen y und ä gehörig eingeschränkte 

Werthe erhalten. 

Aus (2.) folgt sogleich: 

sin 2y sin 2z 



(2.) 



(3.) 
und 
(4.) 



sm(]p 



sin 2a sin 26 



sin (a — b) sin q> == sin (y — ä) , sin (a + b) sin q> = sin (y +*)• 

Eliminirt man aus den beiden Gleichungen (2.) den Winkel h, 
so wird 



sinqp = cosy 



ä -f- cos i5 -: i 

sma 



cosa 



oder 

cos qp' = 1 



siny* siny' 

+ 



smis 



cosa — 



sma' ' sma cosa 

Scfaellbach, elliptische Integrale. 



sin;& 
cosa' 



+ 



sins 
cosa* 
21 
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-7-^ sma 
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Vertauscht man b imi —6, so entsteht aus dieser Formel die 
folgende : 

dcp 



(12.) 



/l— sin(a + 6)*sin9)' 
(l'{-xtgatgb)dx 



2cosacos6}/a?(l — a;)(l + xtga')(l + a;tg6')(l — a;tga'tg6') 

Die Summe und Differenz dieser Gleichungen liefert, wenn man 
von X = bis x = x, also von tp = bis cp = ip integrirt, die 
Formeln : 

(13.) /-;_ ^"^ 



= cos a cos b 



{ -^xH-x^l^ xtga')('[-{-xtgb'){l-xtga'tgb') 

I p dcp rt dq> 

J-/ >^1— sin(o + 6)''sin9' 'Z }'\ — sin(o — 



(14.) 



r 

-/.vd-xxi 



+ 6)'' sin 

^xdx 



by sin q)' 



(, y{\-x)(l + xiga'){l+xtgb'){l-xtgaHsb*) 

cos o cos 6 1 /"*" dfp ff dq> 

tgatgfc 



\{r. 






•sin(a-J-6)*sin9!)* ^ }/l — sin(a— -6)'*sinqp^ 

Wenn man in diesen Formeln b = \7i setzt, so nehmen sie fol- 
gende Gestalt an: 



dx 



'__ cosa /'y 



/ ixi\-^x'){\^x'iga') 
dcp 



+ 



cosa fP 



dqt 



/2y /l— sin (in + 0)' sing)' ' 1^2 J -[/i _ sin (ire — a)' sing»' 
(16.) r ^""^ 

_ cosa f^ dq> cosa f^ dq> 

~ }/1XgaJ |/l — sin(-i^?4^^";^ ~ 72tgay |/r-sin(i7r-a)*siny^ 

während die Veränderlichen x und q> durch die Gleichungen: 



cos 






iTtga' 



und sin 9 = 



ii 



X 



cosa}/ 1 \x^ 1 -f aJtga* 



+ a; l+a;tga 
mit einander zusammenhängen. 

Diese Substitutionen, durch welche die Zurückführung von Integralen, 
welche scheinbar der Klasse der Abelschen angehören, auf elliptische 
Integrale gelingt, sind zuerst voa Legendre mit grossem Scharfsinn 
ersonnen und im dritten Bande seiner Theorie veröffentlicht worden. 

21* 
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HC=AK = OA-OK=a-bcosg,, 
"'^ ^ , 

A ABf = iad<p yc' + (a — b cosy)'. 
Der Theil des Mantels des Kegels, welcher zwischen den 1 
8E und SA liegt und mit J bezeichnel werden soll, wird 
durch das Integral bestimmt: 



J = i a /dqffyc'4- (o— ficosy)'. 



Um dieses Integral weiter bebandeln zu hönaeo, setze man zun 
(1.) a—beosip = c\%ip 

(2.) '-^ = <*-; "4-' = ts,9; 1- = «,. 

Man erhält dann sogleich: 

f31 J^laef^^ ^ eosocosjg 

*■ ■' ' y eos^' ' sin(^ — o:)sin(/?— 1/*) 

Dies Integral lässt sich am bequemsten durch Thetafunc 
ausdrücken, wenn man die Substitution macht: 

(4.) gf« = sin(v.-»), 

WO X der Werth ist, den i/» erhält, wenn x verschwindet. 
Nach dieser Annahme ist, vermöge §. 26: 



(5.)- ^ = cos(i/*-i) und j)^=^y|^-sin(V»-i)' 
Setzt man nun, wie gewöhnlich, 

(6.) £ = ^'''^' "'"" Ä^ = ™*'^ 

so wird 

. , _ sin ()/> — ^ + /^)sin(^ + /t — 1;>) 
" sin^cos^ 

Wenn also die Conslanten X und fi so bestimmt werden, 
(7.) ;— ^ = o und ;i+^=^, folglich J. = i(o+(S)und^=4(if 
so erhält man: 
,0-, _,_ 2sin()/.-a)sin(^-V>) ' 

<^-^ ^^ sin(^-a) 

Die Ableitung nach x von (4.) liefert sogleich, wenn man (5.) bi 
(9.) dx{f = do^ogxdx. 
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Das Integral 



'"J (fzhx— 



(fzhx—hisfxy 

lässt sich nun leicht in seine einfachen Bestandtheile auflösen. Nach 
§. 26 ist nämlich: 



also 






Nach einigen Verwandlungen findet man: 

(fihd+hzfxy = ^, J2</'z' + y^^x + ^ {gx' - g7.*)\ ■ 
Setzt man nun: 

so wird 

Also 

Bei dem einen dieser Integrale lässt sich die Integration unmittel- 
bar ausführen, denn setzt man: 

tey = ^ = l A>n(V^-«)s"i(/y-t^) 
^^ t r cos« cos/? ' 

so wird 

(13.) y^ =-^yco8z' dx = ^, (X + i sin 2x). 

— irr Ü 

Der Theil von J, welcher aus diesem Integrale entspringt, ist also 

-a'(;C + isin2x). 
Es bleiben nun noch die beiden Integrale: 

'dx 



ß 



G 



und 



fdx 
J G' 



zu bestimmen übrig, von denen das erste ein elliptisches Integral 
dritter Gattung ist, und das zweite sich mit Hülfe der Reductionsformel 
in §. 5 auf Integrale erster, zweiter und dritter Gattung zurückführen 
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Um den vollständigen Kegelmantel zu erhalten, muss man dann 
X = ^7t einführen und das Resultat verdoppeln. Dadurch verschwindet 
aber die zweite Klammer in (15.), sowie das Glied V0x und es wird 






da nämlich Q(i5— iJtt) = — ^(^tt — ») = — Q(^7r4-^) ist. Um zu 
entscheiden, welches der beiden Zeichen von n zu wählen ist, be- 
denke man, dass, wenn die Höhe c des Kegels zu Null wird, der 
Mantel desselben zur Basis, also seine Fläche J = na^ werden muss. 
Die Winkel a und ß verwandeln sich dann in rechte, also verschwindet 
ty so wie der Winkel ^ und mit ihm der Modul fc, also auch die 
Grösse ?• 

Führt man den Werth von 9 = in die Thetafunctionen ein, so 
überzeugt man sich, dass das negative Zeichen von n gewählt werden 
muss, und man erhält dann, wenn die Grösse des vollständigen Kegel- 
mantels mit nP bezeichnet wird. 



(16.) 



J» = na t {—7 



9^ 






8. 171. 



Für die Ausführung der durch N. 16 angedeuteten Rechnungen 
bedarf man der Grösse ä, welche aus der Gleichung 

. - sinA __ 1 -(-25fcos2i5 + 2g*cos4i5 + -- . 

^ '^ "~ i/cosu "^ 1 — 2gcos2» + 2^*cos4Ä — ••• 

nach der in §. 44 oder §.49 angegebenen Methode gefunden werden 
kann. Da man den Modul k durch die Gleichung: 

k = sin/w = sin^(/9 — a) 

bereits kennt, so ergiebt sich der Werth von q mit Hülfe der Gleichung 
(6.)^ in §. 43. Aus (1.) findet man für cos2j5 eine negative Grösse, 
welche grösser als 1 ist und mit — n bezeichnet werden mag, so 
dass man die Gleichung hat: 

cos 2ä = — n. 
Setzt man nun 

2» = n — yiy 
so wird 

cos2i5 = — cosyt = — 1 (ß^ + ^"^) == — ^• 



■ '' 'i 






■<:; 



■5«f 



(8.) 

also 
(9.) 

(10.) 
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sin^sm^ 



sm^ 



<am Q 



-7- = — 2cosßsin^ (J* — 4g*cotosinA<J' 
-^ = -4smi<J Ll_ (l_4.sme'). 



Es sind somit alle Ausdrücke, welche die Formel (16.) in §. 170 
enthält, für eine bequeme numerische Berechnung umgeformt. 

Wenn q so klein ist, dass bei dem gewünschten Grade von Ge- 
nauigkeit die zweiten Glieder in (6.) und (9.) vernachlässigt werden 
können, dann bedarf man zur Berechnung des Mantels des schiefen 
Kegels nur folgender Formeln: 

C0S6 = ycosi(/J— rt); coscJ = ^'"^;:,'t" ^ sinp = tg j^fi^cot^d'; 



C0S€ 



g^z — 



sin (/? + «) 



cos|fi*}/2sin(/?— a)' 



-^ = — 2cosßsinid'; 

* 



Beispiel. 

Es sei a = 2 ; 6 =r 1 ; c = 3. 
Dann ist: 

%« = i; tg/9=l; tgy = 3 = <% 
also 

« = 18^26' 5",8; /9 = 45^ 

i(/? + a) = 31M3' 2'',9; i(/9~a) = 13M6'57M. 
Mit diesen Werthen findet man: 

8= 9° 24' 48" 
<J= 57°47'52" 
^= 180^— 1M6'29",02. 

Es muss nämhch q einen stumpfen Winkel bedeuten, damit Xg\Q 
grösser als 1 wird, also sich y aus der Gleichung: 

^ = tgie 






« - 

.1 






''m 



.•.3' 



'■95 



' " '■3 












■Mi 















- M 

■'i.j 
^■'. ■ 



Die Oberfläche des schiefen Kegels. 



333 



Der lelzte Theil dieses Integi'als 
^ ach sin 



• ^0 / h r^ sinflpdöp 

inzAl/^cosacos/y 1 z =-5 — ^-tt^^ — 5^ 

' ^J (cosA" — Ä'sinqp )' 



lässt sich durch die Mittel, welche in §. 170 N. 13 angegeben wurden, 
endlich integriren und soll mit <2> bezeichnet werden. Es bleiben 
dann nur noch die beiden Integrale zu bestimmen übrig: 



*^'""-/Ä+-"/Ä- 



d<f 



Es ist aber 



d fdq> _ . f dtp 



; dXJ LJ(p '1/ U J<fi 

also lassen sich beide Integrale in folgenden Ausdruck zusammensiehen : 



^dX 









LJq>\ 



und ein beliebiger Theil des Mantels eines schiefen Kegels, welcher 
durch zwei Seitenkanten und den zwischen ihnen liegenden Kreisbogen 
der ßasis begrenzt wird, lässt sich also durch die Formel berechnen: 



(2-) 



!9 \ 
sm2X /j-j-\ -\-0. 



JLJg>^ 



Die ganze Oberfläche des Kegels wird, da in diesem Falle 
verschwindet,durch das Integral gefunden: 

J' = i«^Macos/?^ sin2A/^ 



-i^ 



LJq>\ 



oder, wenn man die Grenzen des Integrals sich bloss von bis ^n 
erstrecken lässt und das Resultat verdoppelt, 

dq> 



(3.) 



^^-^^^il'^^ft 



'^)fr=rF-^-^^ 



ü V cosA y^ ^ 

Das unbestimmte elliptische Integral dritter Gattung in (2.), dessen 
Berechnung für einen beliebigen Theü der Kegelfläche erforderlich war, 
hat sich also in ein vollständiges verwandelt, welches nach §. 137 durch 
Integrale der ersten und zweiten Gattung ausgedrückt werden kann. 
Um die in (3.) angedeutete Differenzinmg ausführen zu können, wen- 
den wir zunächst die Formel (5.) in S« 137 an: 






sVf 



' \A 



rm 



1 



':<i^. 



>i 
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wobei ^ durch die Gleichung bestimmt werden muss 

welche sich leicht aus N. 4 ableiten lässt. 

Um die Formel (6.) einer Probe zu unterwerfen, nehme man 
ß = a an; dadurch erhält f,i den Werth ^n und der Ausdruck in 
der ersten Klammer der rechten Seite verschwindet vermöge der Le- 
gendre*schen Formel in §. 121: 

Weil jetzt der Modul Ä = ist, so wird E = ^71 und das letzte 

Ttac 



Glied nimmt den Werth 



COSOf 



an, wie es sein muss. Dieses letzte 



Glied wird also überhaupt, wenn a und ß nicht sehr von einander 
verschieden sind, den quantitativ bedeutendsten Theil der Formel 
enthalten. 

, Der unter N. 2 für J gefundene Ausdruck lässt sich* übjpigens auch 
unmittelbar mit Hülfe der Formel (15.) in §. 170 auf elliptische Integrale 
der drei verschiedenen Gattungen zurückführen; denn multiplicirt man 
die Formel 

welche sich aus N. 1 in §. 77 nach der Bemerkung auf Seite 116 so- 
gleich ergiebt, mit dx und integrirt dann, so wird 

xl"ez — VOx = 00^ e^o^ {xhz^ —fhx^ dx). 

Substituirt man diesen Ausdruck in (15.) §. 170, so nimmt diese 
Formel die Gestalt an: 



X 



'dx 



(7.) J = \ aH i-—^ ((x+\n)h:&' -fhxH^ ~ ^'^f^^ + ^ 

und die Berechnung der Oberfläche des schiefen Kegels erfordert also 
hiernach in der That die Kenntniss dreier Integrale, welche den drei 
verschiedenen Gattungen der elliptischen angehören. Denn es ist be- 
kanntlich : 

X \jl X 

x^o^ = F(<p); do^ fhx^dx = do" jhVdl + Oo^ fhX^dX == £+£(9)) 

und das letzte Integral in N. 7 ist unter den elliptischen der dritten 
Gattung begriffen. 












^ i^^i 



Die geodäÜBche Linie. 



337 



Dritter Abschnitt. 

Die geodätische Linie. 

§. 173. 

Auf einer krummen Fläche, deren Gleichung zwischen rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, z 

u(x,y,z,) = 

oder kurz 

sein mag, sind zwei Punkte Ä = xyz 
und Ä^ =a?jy, «I willkührlich ge- 
wählt. Um den Punkt Ä^ ist mit 
dem Radius Ä^A eine. Kugel be- 
schrieben, welche die Fläche in der 
Curve 454,(7 schneidet. Verbindet 
man jetzt einen beliebigen Punkt 
A^ =a?^y,i5, dieser Curve mit dem 
Mittelpunkte Ä^ der Kugel und con- 
struirt in der Ebene des Dreiecks AA^A^ den Rhombus AA^A^A^^ 
so kann man die Frage aufwerfen: wo muss der Punkt 4, liegen, 
damit die Diagonale A^A^ dieses Rhombus, welche mit D bezeichnet 
werden soll, möglichst klein sei. 

Da AA^ =4,4,, so sind die Coordinaten des Punktes 4j 



^••j^ 




Es ist also 



und ebenso 



Daher ist 






Es muss also D^ zu einem Minimum gemacht werden, während 
folgende zwei Bedingungsgleichungen Statt finden: 



und 
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de, 



otici 

'Au- 
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beiden Tangenten ÄÄ^ und Ä^Ä^ mit einander bilden, kleiner sein 
als jeder andere, den ein zweites Element einer andern auf der Fläche 
gezeichneten Gar?e mit dem ESemente AA^ bildet^ wenn nämlich beide 
Curven dieses Element AA^ mit einander gemein hätten. Schritte 
man von Ä^ aus in gleicher Weise zu neuen Punkten auf der Fläche 
fort, so gelangte man offenbar auf einem Wege, der in jedem seiner 
Punkte sich möglichst wenig von der zuletzt verfolgten Richtung ent- 
fernen würde, zu einem vorgesteckten Ziele. Man hätte also den kür- 
zesten Weg von Ä aus zu diesem Endziele auf der Fläche eingeschlagen. 
Die Gleichungen (1.) in §. 173 nehmen eine einfachere Gestalt 
ah, wenn die drei Punkte A^ A^y A^ unendlich nahe an einander 

liegen. Man hat dann für J^x, 7 — , Jx^ zusetzen: d^x, -p, dx+d^Xy 

und die ähnlichen Ausdrücke in den anderen beiden Gleichungen ein- 
zuführen. Da aber das Bogenelement ds als constant angenommen 
wurde, so fährt die Differentiation der Formel 

dx' + dy' + di' = ds' 
zu der Gleichung: 

(1.) dxd'x+dyd'y + d!6dh=:0. 

Ferner ist auch das Differenzial der Gleichung u = gleich 



(2.) 



du , , du . , du , 



dx dy ^ d» 

Multiphcirt man daher die drei Gleichungen (1.) in S* 173 der 
Reihe nach mit dx, dy, dz und addirt die Producte, so wird die 
Summe, vermöge der Gleichungen (1.) und (2): 

Also ist die Constante jB = und an Stelle der Gleichungen (1^), 
in S- 173 treten die folgenden: 

w> d*ti , , du 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen den Quotienten D:A, so 
ergeben sich die Gleichungen: 

22* 



1., 



^'' ';.: 



•Ti? 






■' '■^'. 



■rn 



•\ii 









^sJ 



■ ■!< 

• •'* . 






.* 



W ds'dx' 

Diese Gleichungen müsser 
X, y, s einer kürzesten Linie • 
gezeichnet ist. 

Die Diagonale A, A^ des 
Normale der. Fläche u im Pu 
im Punkte x, y, s. Denn sin< 

Linie, welche durch die Punkte x,, y^, s, una x„ y„ s, geht, so ist 
deren Gleicliung: 

.Infi _ »?— .Vi _ C— g. 

a=. — «1 »a— Si =>.— *i 
oder nach §. 173 

i — ^i _ '? — gl _. C — »1 

^'a; ^'j j:/'» 

Diese Gleichung verwandelt sich aher, wenn man lieber xyz statt 
x,y^z^ schreibt," in die bekannte Gleichung der Normale: 
i — x _7] — y^ ^~s 

du du du 

dx dy ds 

der Flache u=o im Punkte xyz. Folglich steht die Schraiegungsebene 
der kürzesten Linie AA, A^ stets senitrecht auf der Fläche, auf welcher sie 
construirt ist. Die geometrischen Betrachtungen, durch welche wir zu 
der Gleichung unter N. 3 gelangt sind, lassen sich auch durch andere 
ersetzen, welche wir als dem Leser bekannt voraussetzen dürfen. — 
Weit schneller gelangt man indessen zu diesen Differentialgleichungen 
für die kürzeste Linie auf einer krummen Oberfläche durch die ein- 
fache Ueberiegung, dass ein beweglicher Punkt, welcher durch den 
Widersland der Fläche auf ihr zu bleiben gezwungen ist, eine solche 
kürzeste Linie auf ihr beschreiben muss, wenn er bloss eine Anfangs- 
geschwindigkeit erhalten hat und von keiner andern Kraft ergriffen 
wird. Denn wenn wieder 

w = 
die Gleichung der Fläche ist, auf welcher sieh der Punkt bewegt, 
so sind 

•y-:K; -T-:H; -j--tt 
dx dy dt 



"r^" "^ 



wpja- 
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die Cosinus der Winkel, welche die Normale der Fläche mit den Axen 
der X, y, z bildet, wenn 



ist Wird der Widerstand, den die Fläche leistet, mit NR bezeichnet^ 
so sind 

W^di 

dt' "du 

d'z du 

d?"~ da 

die Bewegungsgleichungen' des Punktes. 

Muitiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, 
dz und addirt die erhaltenen Producte, so wird, vermöge (2.) 

. d'x . , d*y , , d^z ^ 

also, wenn man integnrt 

dx'+ dy^+ dz' = Ade 
oder 

ds^ = Adt\ 

Die Elimination von JV aus den vorigen drei Gleichungen führt 
also zu den Gleichungen N. 3: 

d^x du d'v du d'z du N 
ds^ ' dx ds' ' dy d$* ' dz A 

%. 175. 

Ist die Fläche, auf welcher die kürzeste Linie gezeichnet ist, eine 
' Umdrehungsfiäche, deren Gleichung 

M = a — (p{r) = 
sein mag, wenn 

ist, so erhält man 

du __ dapr dqjr dr ^ x ^ 

dx dx ''•• ^"^ *• 



du 



-r- = — ^ wr und 
dy r ^ 



dr dx 
du 



dz 



= 1. 



.••<* 






'^i 



■■z^i 



fj 



•V. 



:^>L 



4i. 
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te der Gleichungen (3.) in %. 174 


in die Gleichung: 




$-^'=». 


il 






'1-^=« 




ist. In der n 


fc 


■^„^ sei OZ die 


"^-. ^^o krummen Fläcl 




\ / /"X auf ihr verzeic 


d' 


^ i^ \ und ^'^C die 


-c 


\ ^' ^ auf die Ebene 


^ 


\/ J^ die Ebene QBi 


c 


>pr ^„^ Coordinaten de 


^^ 


--ff''^ und BE = B'( 




fernung von 


IßÄ und ZC stellen Meridiane der fc 


dem 


Meridiane ZQX die Winkel t/; i 


Bezeichnungen ist also 




a! = rcosi/*; y = rsin^ 


ige 


it über in 




rVt// = cd». 



egral dieser Gleichung: 



ß" 



Projection AS der kürzesten 
A'OBf der LSnge s proportiona 
e kürzeste Linie ABC den Parallelkreis 
, unter dem Winkel CBR = %, sc 
also 



sin^ = 



is 






r < .- ■ ," . 



f ' ; 
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Berftfart also die Linie AB den Parallelkreis, dessen Radius ^ ist, 
so wird § = i^r, daher q =?= c, so dass die Constanle c jetzt eine sehr 
einfache Bedeutung erhalten hat. 

Es ist ferner 



dr ^ 



also 



==(l + g)'Odr' + r»dt^'. 
Aus (3.) ergiebt sich daher 

r*di/;' = c'(l +yV')dr'+ cV'd^V 



oder 
(6.) 



. , dr i/l+yr* 



Die Gleichung (5.) giebt auch, wenn man nach (3.) i^ durch ds 
ausdrückt, 

(7.) ^ = ,rf,|/^. , 

Integrirt man (6.) und (7.) von r^==ir^ bis r=ir/ so wird: 



(8.) 



^ J X ^ x^ — c* 



^9 

r 



(9.) 



-f-^t-m- 



Aus der Gleichung (8.), in welcher i^^;, r^, r als gegeben be- 
trachtet werden sollen , und die im Allgemeinen in Bezug auf c eine 
transcendente ist, müssen die verschiedenen Wurzelwerthe, welche c 
haben kann, berechnet und dann zur Bestimmung der diesen Werthen 
entsprechenden Längen s in die Gleichung (9.) eingesetzt werden. 

Da die Untersuchungen über die kürzeslen Linien aiif krummen 
Flächen ziemlich schwierig sind und zu wichtigen Bemerkungen Ver- 
anlassung geben, so werden wir zunächst eins der einfacheren Beispiele 
behandeln, nämlich die kürzeste Linie auf einem geraden Kegel mit 
kreisH^rmiger Basis zu bestimmen suchen. 



^;^^ 



■-■•:t«. 












' •".• y. 



Ak 





















Dritter Abiohnitt- 

Die Spitze des Kegels liege 
fangspunkte der Goordinaten, und 
OBG bilde mit der Axe OZ desselbei 
zugleich die Axe der 5 ist, den V 
Ist BC=r die Entfernung des P 
von der Axe, und bildet die Ebene 
der Ebene der x^ den Winkel ifi, i 
Gleichung des Kegels 

a ^ rcota 

= rcot« und qi'r = cot«. 
}.) und (7.) geben dann: 
- c'rfr' 



sina^ 


r"(r'- 


'') 


r 


■*• 




sina' 


r--c 


) 



len wir die Richtung der kürzesten Linie AB 
:en uns die r abnehmend, während der Winkel 
chsen. Es ist daher 

adt/J = 



r Gleichungen sind: 



>in a ^ — )'r*--c' + B. 

A zu bestimmen, nehmen wir für i^ = und 

\', dann wird: 

c c 

ance = arccos arccos — 






•Väli 
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Wickelt man den Kegelmantel auf eine Ebene ab, so muss sieh 
offenbar eine auf ihm verzeichnete kürzeste Linie in eine gerade ver- 
wandeln. Ist -406? der auf 
die Ebene abgewickelte Theil 
der Kegelfläche, welcher in 
der vorigen Figur als ÄQG 
erscheint, sind femer GOG^J 
G^OG^^ .... die mehrmals 
abgewickelten vollständigen 
Mäntel des Kegels und stellt 
ABB^ die abgewickelte kür- 
zeste Linie zwischen A und 
B dar, so übersieht man 
aus der Figur leicht, wie ein Punkt, der die kürzeste Linie AB durch- 
läuft, wenn er seinen Weg fortsetzt, den ganzen Kegel umkreist, wäh- 
rend er sich durch ßfi^ bewegt und in B^ wieder in die Seite 06?, 
in der auch B lag, eintritt. Bei dieser Bewegung hat sich der Punkt 
stets der Spitze genähert. Würde er aber den Kegelmantel noch 
einmal durchlaufen, also die Strecke fi,J?j zurücklegen, so hat er sich, 
wenn er den Punkt B^ trifft; bereits wieder von entfernt. Wenn 
also ein Punkt A sich init gleichförmiger Geschwindigkeit in der kür- 
zesten Zeit auf der Oberfläche des Kegels von A nach b bewegen und 
den Kegel noch ausserdem zweimal umkreisen soll, so muss er den 
Weg ABB^B^ durchlaufen, wenn 06 = 05, ist. Wenn die Fortsetzung 
jBjC der Linie AB^ die nächste der Kanten 06r3 des zum dritten Male 
abgewickelten Kegels nicht mehr schneidet, dann wird sie einer be- 
stimmten Kante OS parallel laufen, sich also auf dem Kegel in 's Un- 
endliche erstrecken und diese Kante zur Asymptote haben. In meinen 
„Mathematischen Lehrstunden, Aufgaben aus der Lehre vom Grössten 
und Kleinsten", wo p. 126 diese Aufgabe elementar gelöst ist, findet 
man noch weiter eingehende Betrachtungen. Zur Erläuterung unserer 
Rechnungen genügt das hier Mitgetheiltd. 

^Vir kehren jetzt zu den Gleichungen (5.) und (6.) zurück. Offenbar 
kann der Winkel \p aus einem Winkel ß = DOE in Fig. 1, der kleiner 
als n ist und einem Vielfachen von 27r zusammengesetzt gedacht 
werden, so dass wir der Allgemeinheit wegen annehmen können: 

xp z= ß-\- 2n7c. 
Es ist aber nach der bekannten goniometrischen Formel: 









% 



. : ■'' 



'«.' 









/h." 
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arccoso — arccos^ = iireeos(aß -^')f(l-- a*)(l — ß' 
41S0 erhSIt man aus (5.): 

««(V.«n«) = ^ + }^0-^)(l-^). 
:b 

rr,siii(i/)aiiiQ[) 



y*"' + »"I — 2rr, cos (^ sin c) 
(Veno c positiv bleiben soll, so darf atu^ dieser Poni 
71 überschreiten. Man sieht die Nothwendigkeit dieser 
aus der zweiten Figur ein ; denn wird die Kante OA 
t bezeichnet, so ist der Halbkreis AGD = nk. 1 
= G,ff, =G^G^ = .... sind aber sammtlicb gleich 
it gleich r^ß. Soll nun die Gerade AB den Punkt { 
der Kanten OG, OG^, OG,,.... anzunehmen ist, no 
ass offenbar, wenn sich der Kegel nmal in dem Wi 
kein ISsst, 

Es ist aber r, =ib&ina, also ist die Forderung; 
(/?+2»wi)sin«<« 

„^_1 J_ 

"^ 2sino 2fi 

Mso mehr als nmal kann der Punkt, welcher auf dem 
b treffen soll, den Kegel nicht (unkreisen. Fordeile d 
öftere Umkreisung des Punktes, so mtlsste er sich 
von A nach der Spitze bewegen, dort die Spitze i 
Igt wird, umkreisen und dann von nach b binabste 
Wir haben ateo jetzt die Einsicht gewonnen, dass die 
e begrenzte Anzahl von Wertben hat, welche aus (7. 
m, wenn man fUr ifi einsetzt: 

ß, ß-^2n, ß + iJt , ,? + 2fi«. 

Die Bedeutung von c ei^ebt sich am klarsten aus d 
, wenn wir von auf ABB^ ein Lolh flillen, welches 
a mag. Es ist dann: 

t~AB = ^AO'-OB\ - ifOB'-OB]. 
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Die Entfernungen der Punkte Ä und B von der Axe des Kegels 
seien r^ und r, und die des der Axe nächsten Punktes B^ soll mit c 
bezeichnet werden; dann ist: 



Sinex sma ' sina 

also 

sina^' 

übereinstimmend mit N. 6, so dass also c die kürzeste Entfernung der 
Linie s von der Axe des Kegels ausdrückt. Diese Formel wird gelten, 
wenn auch die Linien den Kegel mehrmals umschlungen hat, sobald 
sie nur nicht der Spitze am nächsten gekommen ist und sich wieder 
von ihr entfernt hat; denn in diesem Falle wird offenbar: 

sina^' * ' ' '^ 

Dieser Werth ergiebt sich aus der Formel (2.) auf folgende Weise. 
So lange r abnimmt, wenn s wächst, folgt aus (2.) die (4.); wenn 
aber r mit $ wächst, so hat man statt (4.) die Formel: 

rdr 



sinaas = 



Das Integral dieser Gleichung ist 

«sina = }/r^— ? + C. 

Diese Formel gilt also, so lange r von c an zu wachsen beginnt, 
während (6.) angewandt werden muss, so lange r bis c hin abnimmt. 
Um die Constante C zu bestimmen, muss man r == c setzen, wodurch 
man aus (6.) erhält: 

also 

(8.) 8sina^]/fl^' + yr^^\ 

%. 177. 

Da bei der Integration von Differentialgleichungen ähnliche Be^- 
trachtungen, wie im vorigen Paragraphen, sehr oft angestellt werden 
müssen und sich nicht immer unmittelbar darbieten, so halten wir es 
für ganz zweckmässig, hier ein ähnliches Beispiel aus einem andern 
Gebiete einzuschalten. 



Dritter A'bsebtiitt. 

2 D^r Masaenpimkt B wc: 

' Punkte mit einer Kraft ar 

mal dem Kubus der Entfernung vi 

B züT Zeit I bestimmen, wenn s 

9 gerichtet war. Die Differeuziali 

^'^ — _ J- 

en OB = X von nach X hin | 
der Einheit der Entfernung gleich 

ser Gleichung ist: 

1 j >■> aVdir* 

-, oder dl = — ; ^, 

a a — X 

I die Strecke OA = a von entfi 

le man sich von der Bewegungsi 
st offenbar die, dass er um den 
lOA unaufhörlich oscilUren wird, i 
giingen zu seiner Bewegung stets 
1 aber auch absolut in der Gen 
tellung eine richtige sein soll, d 
ie Anfangsgeschwindigkeit, deren 
ie AO nicht uuterscheideD liesse 
ise mit unendUch kleiner Axe ui 
nnpmikte Ä und wären, wenn 
1 Quadrate der Entfernung auf ihn ( 
rlich wachsend gedacht, also ist 
iher von ß nach hin forlschreib 
bat man aus (I.) filr diesen Th< 

axdj: 



= a"^ a^ — x* ■\- A. 
, also ist ^ = 0, und 



iit t = a* in an. Von jetzt an gilt aber 



(3.) dt = 
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€uvdx 



ia^^x'' 



denn x und dx sind beide bei der Bewegung von nach A' hin 
negativ. Man erhält nun: 

und da, für a? = 0, t = a^ war, so wird B = 2a', also 

« = 2«' — a)V— 0?'. 

Die Geschwindigkeit in A* ist Null, also kehrt der Punkt von A^ 
nach zurück. Jetzt ist x negativ, aber dx positiv; daher gilt jetzt 
die Gleichung (2.), und es wird: 

i = a}/a'— a;'4-C. 

Für X = a war aus der letzten Gleichung t = 2a*, also ist 
C = 2a', und 

t=:2a* + a^'c^—x\ 

Im vierten Theile der Bewegung des Punktes werden x und dx 
beide positiv, daher tritt jetzt die Gleichung (3.) ein, und es wird: 

Für a? = ergiebt sich aus der letzten Gleichung < = 3a', also 
D = 4a', und 



f = 4a'— a }^a' — o?'. 

In dieser Weise fortschliessend überzeugt riian sich, dass, wenn 

a^c^ — x* mit r bezeichnet wird, man die Zeit Hn den verschiedenen 
Intervallen durch folgende verschiedene Formeln berechnen muss: 

t=:T; 2a'-r; 2a' + r; 4a'-r; 4a' + r; .... 

Diese Betrachtungen haben wir hier eingeschaltet, um den An- 
fänger bei der Behandlung ähnlicher Aufgaben vorsichtig zu machen. 

S. 178. 

Wir wenden uns jetzt zu unserer Hauptaufgabe, die kürzeste Linie 
auf einem Umdrehungs-Ellipsoide zu bestimmen. Diese Linie, welche 
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isie deo Atugangspunkt der UatersudiungeD bildet, ist 
b die geodätische Lioie genannt worden. 
huDg des Ellipsoids sei: 

a=' + il' , 's' _. 
a' "*" 6' - '• 

n 

ileicbuDg des Ellipsoids 

r' = o"(l — b') 

175 hat man die Gleichungen: 

'dif/ = cdt und rf»' = dr' 4- »■' «^V* + ''**• 

m die Bezeichnungen ein: 

• f/. n > ■ a'— 6' 
c = fl (1 — » ) und e = — ^i— > 

in aus N. 2 sogleich zu den beiden Differenzialgleichungen 
len Linie: 




negativen Zeichen auf der rechten Seite gewählt worden 
nach der Figur in %. 175 annehmen wollen, dasssab- 
s und ifi wachsen. 
an sich der Formeln aus S- 26 erinnert: 



go' — gas' = ho'fx*, 

bedanke nahe, die beiden Wurzelgrßssen ^l -^-e'v* und 
Hülfe der Functionen fx, gx, kx rational ausdrücken 
lau erreicht diesen Zweck, wenn man 

e = ~; v> =~; e^gogX 
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setzt , aber es wird dann c' negativ , da es unter der Form erscheint 

Man muss sich daher unter l eine imagraäre Grösse vorstellen, 
also etwa (li statt l setzen. Der bequemem Rechnung wegen, nimmt 
man aber diese Substitution lieber erst später vor. 

Es wird nun nach den obigen Annahmen: 

gl go'gX' gl gl 

Mit diesen Werthen verwandeln sich die Gleichungen (4«) und 
(5.) sogleich in: 

(9.) d8 = bio*hx^dx 

r.^^ ,. VhX.hx^dx 

Es ist also jetzt die Veränderliche f> durch o; ersetzt worden, und 
an die Stelle der Constanten a und c sind X und v oder q getreten, 
welche letztere Grösse bekanntlich in den Functionen fjc, gx, hx er- 
scheint und aus der Gleichung: 






go*<= ew 



' a 



berechnet werden kann, wenn c bekannt ist. 

§. 179. 

Mit Hülfe der bis jetzt entwickelten f!onneln können wir nun zur 
Lösung einer der Hauptaufgaben der Geodäsie schreiten. Aus der 
Länge s eines geodätischen Bogens, der geographischen 
Breite ß seines Anfangspunktes und seinem Azimuthe a 
die Breite rj und das Azimuth | seines Endpunktes, so wie 
den Längenunterschied 1/; beider Punkte zu bestimmen. 

Wenn wir die Erde als ein Umdrehungsellipsoid betrachten und 
unsern Formeln die bereits in %, 175 beschriebene Figur zu Grunde 
legen, so ist die Gleichung irgend eines Meridians wie ZBR: 



•»»4 ■ •- 



Vi;' 



iL > .• • 



■ A.J 






'J ■ 



i-U 



Hz 



^v 



» ■ 






-T . 






?i-. '.'' 












•* • 



ffi»-. 



K--. 
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(1.) 







und wenn die Normale im Punkte 
A mit der Axe OX den Winkel i; 
bildet, so ist 



a*» 



^v = -p^ 



Setzt man nun: 
(3.) ecosjj = tg| 

und ausserdem 



? 



1 



a = nb, sowie e = -r-y'a*— 6^ also n' = 1 + c*, 
so ergiebt sieb aus (i.) mit Rücksiebt auf $. 178: 



(40 



r = — sinf ; a = 6sinjycos^=: bv. 



In §. 175 war die Coostante c als das Produet des Sinus des 
Azimutbs | eines Punktes der geodätiscben Linie in die Entfernungen 
desselben von der Erdaxe bestimmt worden. Wenn also im Anfangs- 
punkte Ä der geodätiscben Linie die geographiscbe Breite tj den 
Wertb ß annimmt, und |j dadurcb in y übergebt und ausserdem für 
diesen Punkt das Azimutb a ist, so wird: 

(5.) c = na sin «cos/? cos y = nasin ^cos 37 cos ^ 

oder 



na . na . ^ . ^ 

c = — smofsmy = — smfsmf 



(5'.) 

und nacb (3.) in §. 178: 

'(6.) «?' = 1 5 = 1 — n'sina*cos/J' cosy' = cosa'+sina'sin/J'cosy*. 

a 

Nacb (7^) in §.178 war aber 

ew = go^ 

also wird 

4 

/«x / i/n'cosa'+tgiJ' , 1 5— — : — a . ^ 

(7.) go = ^ey n'+igß' "" /eycosa* + sma'sm/J 



i 3 

cosy 



. , ,/n^cosa'4-tg/*'+sina* , ,/■; : — 5-^ — ^ 

ho = Vny - TLy = i/n/l-smö'sm/. 
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Aus (6.) in §. 178 ist ferner gogX = e und hiermit gewinnt man 

erniQgc der Formeln (3.) und (4.) in §. 26 die Gleichungen : 

. sinasiny , « , ti « 

9.) ß = in ; — '-; qi. = — : Ai = -r — 

goko " go ho 

Ferner war in §. 178 bereits gefunden: 

' ' ho f go* ^ go ho' ' 

robei nach N. 4 



1- smn I /-j =5 — 7 

V = s\T\t]eos^ = - — ' = — y« cosg^— 1 

yl + e* cos ij' * 

u setzen ist, also die Functionen fx, gx, hx auch so ausgedrückt 
./erden können: 

^ ' go ' ho* ' " go' * ho 

Im Anfangspunkte A der geodätischen Linie verwandelt sich nach 
den oben geniachlerr Annahmen der Winkel ^ in y; bezeichnet man 
also den Anfangswerlh von x mit x^, so hat man die Gleichungen: 



,.«^ f Ao i/. n cosy 1 /-= ^-r , ncosy 

(12.) /ic, ^ — V 1 r-.— ; S^a = —yn\t>&y'-\;hx.=——L 

^ ' ' " go ' ho* ' go ' ' ' ' ho 

Das q der Thetafunctionen wird nach §. 43 durch die Gleichung^ 

gefunden, sobald man die fünfte Potenz dieses Ausdrucks vemaeh- 
tässigeu kann, was bei geodütischen Rechnungen immer der Fall ist. 
Nach N. 9 in §. 178 wird, wenn mau N. 16 in §. 77 berück- 
sichügt , 

ds = b^o'hx'dx = ^, (l"dx — e'^o)dx. 

[ntegrirt man diese Gleichung von a = bis s = s, bezüglich 

von X = x^ bis a; = x, so erhält man: 

(14.) ?y- = rdx~t'dx,--(x-x^)i'>^o. 

In §. 81 findet sich aber unter N. 5 die Reihenentwicklung: 
„ sinSsx 
1 sinsvt 
•Ai, ellipli$cbe IntEgrale. 



r 
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und unter N. 11 die folgende: 

r«»= ^+4i^"(-l) 



-+ 



16 g* cos 4a; 24g°cos6a; , 



also, fUr fc = 0, 



(16.) 



l — q t— ?' 1—9 
Kann man wegen der geringen Grösse von q schon seine dritte 
Potenz vernachlässigen, so erhält man aus (14.), wenn man beide 
Seiten mit l-f-^?' dividirt, die folgende Gleichung: 

{\5.)x=x^-\--^(\ —iq~iq^) — Sqsm(x—x„)eos{x-{-x^) 

— 8g'sin2(a; — iEjeos2(j; + a;,). 
Die Auflösung dieser transcendenten Gleichung liefert den Werth 
von X, sobald man die Constante ^g^ aus der dritten der Glei- 
chungen (12.): 

ncosj'_ l-|-29cos2xu-] 

ho 1 — 2(j( cos 2x^4" ■" 

gefunden hat 

Um den Werth von x aus der Gleichung (15.) zu finden, ver- 
nachlässigt man zunächst die beiden letzten Glieder der rechten 
Seite und setzt als ersteren Näherungswerth : 

x = J7^-\--^{l — 4q—iq'). 

Das so erhaltene x setzt man dann in den vernachlässigten Theil 
ein, und berechnet mit dieser Vervollständigung einen zweiten Werth 
von X, den man abermals auf dieselbe Weise benutzen könnte, wenn 
eine noch grössere Genauigkeit erforderlich sein sollte. 

Sucht man nun noch aus der dritten der Gleichungen unter N. 9: 

n 7 1 U - -1 - ^ + 2gcos2^ + 2q'cosa + - 

'' ' ho l-2qcos2K + 2q'cosil-^- 

den Werth von cos2A, so ergiebt sich diese Grösse, ganz ähnlich, wie 

in §. 171 cos2s gefunden wurde, zwar positiv, aber doch grösser als 

1, so dass man, wie oben bemerkt, A durch fii ersetzen muss. 

Sobald n'in die reelle Grösse fi auf diese Weise bestimmt ist, 
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1_, 1_,' !_,• 

iiai 45sin2i 4g'sin4A 49'sin6A 

'«* - - -T37-+-n7— 137" 



. _ 8^sin2A 8g 'sfD6A Sq'sinlOl 

" - - -[irjr+-pr^— i37^— ■ 

Kann man die dritte Potenz von q vernachlHssigen, so wird: 

und 

l'H = -iqs\n2l; l'iil= ~Sqs\n2l, 

also 

/nn \ . » ■ m I iSi">(^ — 3;)sin(i + a:.) _ . „,, , 

(22.1 ü< = 4g sin 2a f - -' - - — — f^-h-' — -(~Sqsin2l(x — xJ 

( sin(i + a;)sin(jl — ip) ' ^ ° 



ig'sin2Asiii{;r— a:„)cos(a; + a;„){ 



Fuhrt man fit statt l ein, so wird fUr 
(23.) e> = tgp 

cosäut := -r -■ ■ und sin2Hi = — tcot2D, 
^ sm2Q ^ ^ 

und wenn man 

(24) ^?!^i!i£(5JZ5.) ^teir 

^ ' sin 2g cos (a; + ij ) — cos (x—xj 

setzt, so wird 

ip = 8^col2g — 32g'cot2g"(3;— a:^)-— 32g'cot2p'sin(a;— a;j)cos(a;4-'^o)' 



Wenn auch mit Hülfe der bisher entwickelten Formeln sich alle 
Rechnungen, welche die Lösung unserer Aurgabe erl'ordert, vollständig 
unJ übersichtlich durchführen lassen, so würde doch eine weiter ein- 
gehende Untersuchung sowohl für die bequemere Ausführung der Rech- 
nung als auch für die nühere Kenntniss der Eigenschaften der geo- 
dätischen Linie unerlüsslich sein. Die zweck massigsten Formeln für 
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numerische Rechnung findea sich "on 
ersieht zusammengestellt im 53. Bande p 
chardt'schen Journals, und Herr Professor 
Ableitung dieser Formeln in einem dara 
Mlze pag. 342 bis 365 geliefert. Die w{ 
em Probleme widmen konnten, sind aber 

den Leser in den Stand zu setzen, dies 
en mit Leichtigkeit studiren und die e 
ultate in einen sehr kleinen Raum Üb 
nen. 

Indem wir also für weitere Belehrung 
icn, wollen wir hier nur noch die tJrös 
sers eines Normalschnitls des Ellipsoids 

Figur auf Seite 299 bestimmen, welcher 
ktes einen gegebenen Winkel bildet. Dit 
I uns zugleich Über die Bedeutung einiger 
;ichnuDgen einen nicht unwichtigen Aii 
nein, welche wir deswegen aus der Tbeoi 
itzen müssen, sind die folgenden. 

Ist die Cleichung der Fläche zwischen r 

M= 0, 

n ist ihre Ableitung 

du . , du , , du , 
-r- ax 4- ^-- dy 4- -7- as = 

. dx ' dy "^ dx, 

welcher auch die Form gegeben werden kam 

(2.) hl/^^y'^ ^5' = 

wenn die Ableitungen nach dem Bogen g 
Punkte xyz durch die aecentuirten Buchslabe 

fi\ 1 **" D du 

(3.) »=5j:«i^ = j^:Ä;,= 

die Cosinus der Winkel darstellen, welche 
im Punkte x, y, z mit den Coordinatenaxen t 

v©"+(S)'+(S) 

gesetzt worden ist. 

Nimmt man von (2) die Ableitung na 
Gleichung 
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l'3^-i-fi'y' + *'s' = —(hc" + fti/" + vt,"), 

!r KrÜmmungs-Halbme&ser des Normalscbnilts im 
lehnet wird, so findet man die Krümmung in tj 
inkte durcti die Formel 

= l'3f-\-fi'y'-\-v'a'=—,{X3^' + fiy"-\- rs"), 

Icn Krümm uDgs-Halbmesser des Normalsclinitts berechnen 

Tangenle im Punkte C mit den Coordinatenaxen die 

, y, bildet, deren Cosinus a/, y', s' sind. Von diesen 

i einer insoweit wiDlcUrlidi gewählt werden, als er mit 

brigen den Bedingungen 

Gleichungen (3) entwickelt man die Werthe von i.', ft', 
:r Gestalt: 

■■ J \dxdx dydx" ' dzdx ^ R 

„N / d'u d'u d'u \ fiR' i 

a\_C d'u , , d'u d'u ,\ j._vB! 

J^^dxds"^ '^ dydz^ + dJ.dz y Ä' 

. die aus (4) hervorgehende Formel für die Krümmung 

dx' ' dy*" ds '^dydz." ^ dsdx dxdy " \ 

sste und kleinste KrUmmungs- Halbmesser der Normal- 
unkte C ergiebt sich nun aus diesen Formeln durch die 
icbungen 

-l—Ü — ^ — 1^ 
ir noch die Cosinus j', «', s' eliminirt werden müssen. 



dX _, dX , , dl , 

dx '^ dy" ^ dz 



1 
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n=i (ajc' + 6y' + es' — 1 ) = 

benutzen wollen und aus S- 161 N. 7' den Ausdruck 

— j- = «'«' -}- 6'y' + c'«' = a{a—c)x^ + fe(fe~c)y' -f- c 

fllr den reciproken Werth des Quadrats des Abslandes p der Berlih- 
ruDgsebene in C vom Mittelpunkte einführen, so erhallen wir 

zunächst 

du du , du 

-- = (ia::-T- = PV) T" =" <^> 

dx dy dZ} 





-£^ 


i« 

*='""■'*=% 


:ii = 6ps; 






dx 


= "'' + '" di'^' 


-1^ 








-^+^4/£- 


fey£; 






i = -"- 


»-o)*P'l^=- 


i.(6^c)3,p'- 






ic' + j'+»' = 9 


', die Gleichung (10) 


fol- 


gende 


Gestalt an: 










1 abcp'/ 1 


- + |-+i-,') + o6<!Ii' = 0, 




oder. 


wenn, wie gewöhnlich, die Halbaxen 


wieder mit o, 6, c 


be- 


zeichii 


let werden, 








(1-) 


»W p. 


(0' + 4' + c- - ,' 


')+?' = «• 





Für das Umdrehungsellipsoid, bei weli'hem 6 = a tind c = b gesetzt 
worden war, ist nach §.179 N. 3 und N. 4 

(2.) a = n6;n' — 1 + e'jecosjj = tg^;r = — sio^; 

(3.) 3: = rcosrf>;i/ = rsini^js = ÄsioT^cos^; 



der geodätischen Linie mit dieser 
, nir die AusfUliruag einer geodä- 
ist. In seinen „Untersuchungen 
odasie" behandelt Gauss pag. 33 
lel, aus der Breite des .Brockens 
; = 5M2'21", 7699 und der be- 
ic s — 54374,20 Toisen, die Breite 
ind die Lüngeudifferenz tp zu be- 

l '8", 9444 
i'21",1815 
58", 7002. 

leln an demselben Beispiele prüfen 
r in der vierten Decimalstelle der 
»er ist, während der Werth von $ 
li von ifi nur um eine Einheit in 
csen Rechnungen hegen die Dimen- 
50 wie sie Bessel in Sehumacher's 
bestimmt hat. Nach ihui ist, wenn 
Einheit angenommen wird, 
148235337 
1 33693539. 
n durch die Formel N. 6: 

in et' sin y'' 

n' — 1 COS/S gesetzt worden war. 
Normal Schnitts, welcher mit der 
e hat, so findet man 
5146179. 

7353929 

d würde der Bogen eines grössten 

itriwinkel von 57'9",2575 = c eni- 
sphärisches Dreieck aus den Seiten 

lingeschlossenen Winket Ji — a, so 



FP-v 
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findet man die Winkel tf/ und ^, welche diesen Seiten gegenüber- 
liegen, sowie das Complemenl 17' der dritten Seite von der Grösse 

,y' = 50'51'9",560 

$' = 5°35'20",271 

t;;' = 0'9'0",151, 

so dass folgende Differenzen bleiben: 

Hat man sich also die Kennlniss des erwähnten sphärischen Dreiecks 
verschafit, so besitzt man bereits sehr angenäherte Werthe der drei 
Grössen 17, ^, \p, welche gesucht werden sollten und die ganze übrige 
Rechnung besieht nur in einer geschickten Benutzung der bisher ent- 
wickelten Formeln zu wirksamen Näherungsmethoden. 

§. 182. 

Wenn die- Aufgabe gelöst werden soll, die kürzeste Entfernung 
zweier Punkte auf der Erdoberfläche zu finden, deren geographische 
Länge und Breite gegeben ist, so muss zunächst der Werlh der Con- 
stante c aus der Gleichung (5.) in §. 178 berechnßl werden. Führt 
man dort zunächst statt t> und w die Grössen r und c aus N. 1 und 
N. 3 ein, so erhält man 



(!•) 




er 
na 



C-Ä?-0 



Die Substitutionen 

(2.) ?=|/^X = ^;-l;. = J; 

verwandeln diese Gleichung in 

Wenn, wie die Figur in §. 175 andeutet, r grösser ist als der Anfangs- 
werth r^ und 



(4.) ,. = ]/^ 



gesetzt wird, so ist q^ grösser als ^, und dann ergiebt sich aus (3.) 
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(6.) 



1+?" 



: bis y< = 1/) lind \ 
II mt vermöge der Fo 



wenn man von tp = Q bisip =^p und von p = p„ bis g = ^ integrirt. 
Die Constante / nimmt vermöge der Formeln (5.) und (5') in §. 179 
die Geslalt an: 

1 
sino"'> 

und ein erster angenäherter Wertb derselben ergiebt sich aus {5.), 
wenn man e = setzt. Der noch bleibende Fehler d lässt sich auf 
die Weise ermitteln, dass man 

setzt, wenn ft die erste Annäherung bedeutet, und bei den Entwick- 
lungen nach Potenzen von d nur die erste Potenz beibehält. Man 
findet dann 

f''>V^>0-r^,)'-14^|^,0-TT7)' 

Wird nun 
(S) p = }/^ sin <p; Po = v'jusinqSu 

gesetzt, so nehmen diese beiden Integrale die Gestalt an: 

(9.) /rfyT/i_ ^ ZT. und '- /^|/l '~ 

/ ' l + MSinv' 2fiJ<^ostp''' l+z^siny' 

Für das ErdsphSroid ist e so klein, dass die dritte Potenz vernach- 
lässigt werden kann. Entwickelt man dann im ersten Integrale die 
Wurzelzeichen nach Potenzen von e und setzt 

so erhält man 



fr. 



' l+Zisin^i' (1+m) 

dy _ _ 2-i-jU ft__ . 

f{\ +/isinv')' - " 2(1 +^)*^ 4(1 +^)*""'^^- 

Wenn man jetzt aus der Gleichung (7.) den Fehler ij berechnen will, 

so braucht offenbar von der Entwicklung dus zweiten Integrals nach 



/ö 



^ . r- r-, f 



% 

I 
I 
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Potenzen von «, welches in der Formel für d als Divisor erscbeint, 
nur das erste Glied 






beibehalten zu werden, da schon das zweite Glied ziemlich klein ist. 
Man findet also jetzt den Fehler d durch die Formel 

(11.) ^^ 2^cosy,cosy 

sin(^,-y) 

i''--^^'-7|TT]5«(''-«-+5T?'*-'^"="'<'+'-'>-'^l 

Den ersten angenäherten Werth von X erhält man, wie bereits be- 
merkt wurde, aus (5.) durch die Formel 

wenn man s vernachlässigt und die Substitutionen (8.) anwendet. 
Um aus dieser Gleichung die Grösse fi zu entwickeln, braucht man 
nur in einen Kreis, dessen Durchmesser gleich 1 ist, ein Dreieck mit 
den Winkeln qp und \p zu construiren, dessen dritter Winkel also 
n — q>Q ist. Die Seiten, welche den Winkeln qp, i/;, tt — cp^ gegen- 
über liegen, sind dann sin qp, sin t/;, sin (jp^ ; es ist daher 

sin ip^ = sin qp' + sin qp\ — 2 sin qp sin q>Q cos tp, 
folglich, vermöge (8.) 
(12.) ^ = g' + go'-^ ggoC^sy; 



sint^ 



wenn 



'o ' 



Nach N. 6 ist also der erste angenäherte Werth des Azimuths 
a der kürzesten Linie in dem Punkte, dessen geographische Breite ß 
ist, durch die Formel gegeben 

/1Q^ . s l+n-'tg/g^ 

(lo.) sma = — -7—, — ^^— • 

1 + i" 

Hätte man auf andere Weise sich eine Kenntniss dieses Azimuths ver- 
schafft, so könnte diese Formel auch dazu dienen, die Constante ^u 
zu berechnen. 

Ist die Grösse des Azimuths a, also der Constante k oder c 
ermittelt, so lässl sich durch die Formel (8.) in §. 179 die Constante 
ho berechnen, also der Werth des Moduls k oder der Grösse q an- 



aus der Gleichung (9.) in S 
urch die Formel (14.) berei 



i. 183. 

n Werth der Constante l 



• \' 



-^(l '—)' 



dal ^ gegebene Grössen sind, ist die 
Dsse ist, von der i ebenfalls abhängt, 
I eine Reihe von folgender Form an: 

-/?£' + /£' + ■-., 

a, ß,y, zu bestimmen sind. Man 

und g, = ^|U sin q>^, 

^+...y'{'i '- ,y. 

cosy / v l-|-|WSiQyV 

i\n nach Potenzen von £ und setzt der 

[8inqn'=itf, 



» + ^° .+-L 

s^i fiMcosip M*' 



+i¥5b'+ «')''''+■ 



t? ■• 
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Setzt man nun die Coefficienten der Potenzen von s sämmtlich 
gleich Null, so erhält man die Gleichungen: 
(2.) q>^-q>==,p, 

(3.) /?_JL^+^)dy==0, 

(4.) /]1^_.^^ + _H«_^+Ijd9, = 0, 

J i^M cosy* ^cosqp fiM cos (f m ) ^ 



aus denen die Coefficienten ^, a, /J,»--in der Entwickelung (1.) 
von k gefunden werden können. / 

Nachdem aus (2.) der Coefficient ^ auf die in §. 182 angegebene 
Weise gefunden worden ist, ergiebt sich aus (3) der Coefficient a in 
der Gestalt 

„^ i^(x-Xo)sinxsinX o 
(l+iu)sin(x-Xo)' 
wenn die Substitutionen (10.) in §. 182 benutzt werden. 

Aus (4.) findet man dann ß ebenfalls durch einen Ausdruck in 
endlicher Form, der aber schon etwas zusammengesetzt erscheint. Die 
Coefficienten der höheren Potenzen von e würden aber eine ziemlich 
verwickelte Gestalt annehmen. 

§. 184. 

D«^ in den Anwendungen sehr häufig der Werth von Constanten 
bestimmt werden muss, die unter dem Integralzeichen vorkommen und 
die bekannten Lehrbücher diesen Punkt nur selten berühren, so will 
ich noch eine Behandlungsweise dieser Aufgabe, welche von Jacobi 
herrührt, hier mittheilen. Es war die Aufgabe vorgelegt, aus der 
Gleichung 



(..) ==.y^ 



(1 — nx)dx 



in welcher n den Werth 0,000294 hatte, die Constante a zu bestimmen. 
Für bx = y und ab = n wird 



a 



(2) - = /' 0-%)% 

2 JVl-y\l-byy 
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Vierler AbsehnlU 

Das sphärische Pen 

§. 185. 

Die Herleitung der Differenzialgleichungen tUi 
Punktes auf der Oberfläche eioer Kugel und it; 
sich zwar ohne grössere Schwierigkeit nach den ge 
hewerkstelligen ; da wir aber die Kenntniss dt 
voraussetzen und unsere Mittel zu ihrer Integral 
Ziehung Vorzüge vor äen Üblichen zu besitzen 
wir uns derselben hier bedienen und ihre Zwecki 
elementaren Beispielen erläutern. 

Haben die drei Differenzialgleichungen der Bei 
die Form 

C«) 5+'P+()=o, 

WO I die Zeit und a irgend eine der Coordinat€ 
während P und Q Functionen dieser Grössen sin 
nächst, wenn s und t als Functionen einer am 

trachtet werden, -^ in folgender Weise ausdrUc; 

dt'~ dt\dtJ~dl^t'J~ t'\f/ " V 
wenu die Ableitungen nach <p durch Accente bez< 
Gleichung (1.) nimmt durch Substitution dieses 
die Gestalt an: 

(2.) ^'-J^+,P("4-()(" = 

Man hat aber offenbar folgende identische Gl 

(3.) ^.+2y!;+,(^'+0-^ 

wenn u als eine Function von g> betrachtet wird. 
Die Vergleich ung dieser beiden Ausdrucke 
folgende drei Gleichungen: 

Scliellbach, ellipliich« iDlagnls. 



die 
mg« 



teis] 
res 
eb. 



NM 
tuet 



id jf 

Buch (yu)" + yti = 
wird von selbst berriedigt, wenn 
Function Q gleich Null ist, wie 
i in §, 185 mil den hier auf- 

jiebt Die dort mit P bezeichnete 

t ersetzt, so dass nur nocb die 



l>aB Bphiruche Pendel. 

«"-|-lj=«*Ät" 
egriren Übrig bleiben. 

)as iDtegral von (4.) ist aber, wena man di 
mit l(a) bezeichnet und von den Logarithm 
sht, 

u 

lit Hülfe dieses WertUes von f verwandelt 



tt'* + «' = 2o'/'*d«4-c 



1 als Gleichung zwischen u und 9 die Bah 
lt. 

n einfachsten Falle der Ptanetenbewegung is 
Coustante ist. Man erhält aus (8.) bei die« 
du 



d^= + - 



lleichuDg, die sich durch bekannte Methoder 
aber die Kraft, mit welcher A auf B einwirkt, 
itfernung umgekehrt proportional, also R — k 
nzialgleichung der Bahncurve 

yc— u' + l«'«' 
und ihre Integration erforderte die Kenntniss der T 
sehen Functionen. 

Es ist uicht unsere Absicht, auf die Besultal 
dieser Gteichungeu näher einzugehen; wir bemerke 
sich (7.) auch integriren ISsst, wenn R die allgemei 
(9.) o'Ä = uM + m'Ö>, 

wo A eine Constante und eine Function des Wi 
Man erhält dann ans (7.) die lineare Gleichung 
(10.) u"+(l-A)u=0, 

deren Integral für \—A = a' die Form hat: 
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U!=—=siaa^ j (ücosaipdqi—co&aqi/ 0&inag)dqi-\-i 

KT ß und y die Integrütionsconslanten sind. Fil 
nimmt dieses [ntegral bekanntlich eine andere Fi 
rwandelt sich bloss in eine Gonstante B, ist a 

a'Ä = mM -l- «'5, 
It man aus (11.) 

- = ß -f (Scos (y 4- aq>). 

dem einfacheren Falle, wenn ^1 = 0, also a = 1, «nd 
a'Ä = u'B, 



I Bahnnurve ist dann ein Kegelschnitt, dessen Brennpunkt 

e anziehende Punkt bildet. 

amt man endlich noch an, es sei 

o'Ä = Au" + -, 
u 

(7.) zu der Differenzialgleichung 

i*'m"4-(1— il)a' = B, 
1 — A^ a^ das Inlegral gieht 



aV = -5 — (S -|- ]/,?' — Äe'cos2(j'-}-a9)) 

IntegratJonsconstanten /3 und }>., Für ein imaginäres er nimmt 
ses Integral eine andere Gestalt an. 

'4 = 0, also a = 1, gehl die Bahncurve (17.), wenn B 
ii, in eine Ellipse Über, deren Mittelpunkt der anziehende 
nnimmt, denn man erhalt dann aus (17.) die Gleichung 

p = ^ + y^^rBcos2(y + 9)), 

inn man rcos {y -\- <p) = ^ und rsin (y 4- y) = >? setzt, 

(is + i^'^rs) r + (,s - i/r^rg) ,- = 1. 

hier benutzte Mittel, die Differenzialgleichungen (1.) und (2.) 
riren, gestattet offenbar weit leichter, der FuncLion R eine 




Du tphkrUche Pendel. 

leinere Bedeutung unterzulegen, als dies bei den 
angewandten Methoden der Integration geschehen konnte. 
8. 187. 
^ j T Ganz auf dieselbe 

sen sich nun auch di' 
zialgleichungen integri 
welche die Bewegung i 
tes auf der Obei'iiache i 
ausgedrückt wird. In 
stellen OX, OY, Oi 
einander senkrechte 1 
Kugel vor, auf welch 
wegliche Punkt C i 
Widerstand N ihrer 
zu bleiben gezwungen ist. Die drei erwähnten Radien fol 
Richtung der Coordinatenaxen, so dass OA = x, AB = y, 1 
Coordmaten des Punktes C darstellen. Der Radius OZ sei 
tung der Schwere CG = G parallel und drücke zugleich d 
einheit aus. Der Widerstand CD = N der Kugetoberfläche 
Richtung von C nach dem Mittelpunkte hin als wirksam 
und muss in die beiden auf einander senkrechten Compo 
und CF zerlegt werden, von denen CF wieder in die I 
Axen der x und y parallelen Componenten CH und C 
Bildet nun die Ebene MCZ mit der Ebene der xz den 
und die Rii^tung CO mit OZ den Winkel ifi, so ist 
(1) x = sini/fcos(j[);y = sini^sintp;» = cosi/;. 

CE = Ncos^i CF = JVsin^; C!H = JVsint^cosgp; CK=N 
und die Differenzialgleichungen der Bewegung fUr den Pui 
daher 



> lassen sich die Gleich 



Setzen wir nun sin ib=.~, 

^ u 

auch so darstellen: 

(3.) XU = cosy; yu = sin<]p; »m = coti/». 

Ersetzt man in der N. 3 des %. 1S5 nacheinander s dur 
HO erhftit man, da {jcuf -f jiu = und (j/w)" + yw = if 
identischen Gleichungen 
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j. + 2j'^ + y(^ + l)-0. 

Die Gleichungen (2.) lassen sich aller nacli M. 2 in %. 185 
darstellen : 



Vergleicht man nun die letzten drei Gleichungen mit den drei voi 
gehenden, so ergeben sich unmittelbar die folgenden drei Gleichung 

(5.) "^ + 1=*", 

(6.) (üC±2!=ef.. 

Es war offenbar nicht erforderlich, die obigen zwei Gruppen 
Gleichungen noch besonders niederzuschreiben, aber wir haben 
grösseren Deutlichkeit wegen die etwas grössere Weitläufigkeit n 
umgehen wollen, wenn auch die letzten drei Gleichungen sich o 
Weiteres aus den Gleichungen (4.), (5.), (6.) in %. 185 bilden lies; 

Das Integral der Gleichung (4.) ist, wie bereits bemerkt, 

(7.) f = ^. 

und wenn dieser Werth von C in (6.) eingesetzt und r statt zu ge- 
schrieben wird, so erhält man die Gleichung 

r" + r = — ;-■ 
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GA- 

rt man diese Gleichung mit Sr* und integi 

wenn 0—1 die Integrationsconslante bedeutet. Setzt n 
r seinea Werth, so ergiebt sich auf der Stelle 

(9.) df= + '^ 

und aus (7.) 

(10.) ^, ^rfy , ^sin^dV> 

Aus dem Integrale dieser Gleichung lässt sich also di 
durch die Zeit 1 erbalten, und da das Integral von (9.) 
Function Ton ^ bestimmt, so sind die Coordjnaleu x, y, 
wegten Punktes C als Functionen der Zeit ausdrUckba 
wesentlicher Theil unserer Aufgabe erscheint jetzt als gelö 

Fuhrt man statt des Winkels ifi die Ordinate »=^ca 
lassen sich die Differenziale dt und d^ auch so ausdrUck 

(11.) rf( = + - 



(12.) 



-V(ß + 2G.4'2}(l-a*)-l 
^ 

rf9=± (i~^y(B-\-2Grz)(i-z')-i' 



So leicht und schnell auch die benulzle Integrationsn 
Ziele gerUbrt bat, so darf man doch niemals bei der Behani 
und äbnlichep Probleme versäumen, die Bewegungsgleich 
in folgender Form aufzustellen. Man betrachte nämlich i 
als Functionen des Bogens s der Curve, welche der bewe 
durchläuft, und drücke die Ableitungen nach » durch A 

dann erhält man, da die Geschwindigkeit c = --r = -7i- '^* 

dV d /dx\ d /af\ d . ,, , ., , ,, 



roigi 



er R.B- 
87 auch 
imstSnd- 



ileichuii- 

in der 

ngenden 

e durch- 



DiB •phSriKhn Pendel. 




betrat 

ceun 

welcb 

T parallel laufea, so erscheinen cf und dt 

hwindigkeit des Punktes c, so ist cd = 

hlaufeue Weg und wenn das Azimulh / 

lehnet wird, so ist ce = CE = OCdtp = 

QCk ced bei e rechtwinklig ist, ce = vdt: 

. .da 
smiff •—- = csin X 

ferner 

vdt cos X = dtp. 

dem Producte dieser Gleichungen folgt i 

difj 
- — f^— = cotx- 



i N. 7 des %. 187 war aber 



, dqi _ 



Ist niiD, zur Zeit t = das Azimuth % 
die Elevation ip = ß, so wie vorbei' r = tu, 

(4.) -j = tosinasinj?, 

womit also der Werth der Constante A gefii 
Um nun auch fi zu erbalten, schreibe 
in $. 187 in folgender Weise: 

^ = (B + 2GJ'eosi/»)sini 



sinvrdip' 
Bieraus folgt: 
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B = - — r-- — i — aCA'cos«». 
sinx smV 

Zur Zeit t=:0 ist also 

sina'sin/S* w'sino'sioj)' oi^siDa'smß' 
Es ist aber cosjS der Wertb von äer Ordinate s im Anfon„ 
der Bewegung. Wird dieser WerUi, wie bereils vorlier gesdiah, mit 
^ bezeichnet und zur Abkürzung noch 
(6.) «• = 2G{.j + 

gesetzt, wo y + £ die zur Geschwindigkeit w gebörige Fallbübe be- 
zeichnet, so wird nach (7.) in %. ISS 
(7.) . e' = 2G (-? + ») 

und 

-ji = 2C(ij + 5)(i-r)sina';B = 2(?)jJ'. 

Durch Einführung dieser Werthe verwandehi sich die Gleichungen 
(11.) und (12.) in §. 187 in 



-^y2G|'(.j + s)(l-5')-(, + C)(l-Osma» 



V J f -(l-*')V(, + «)(l_,')_(^-l-Q(l_r)sin«'- 

VermDge der Formel (3'.) und (4.) findet auch noch die Relation Statt: 



^ oder »JH)t^»Myi+£! 

ü\p sma sa»p > r-|-c( 



o> sm^sint^ sina sini/j r r-|-cosTü' 

durch welche der Winkel % bestimmt ist, welchen die Bahn des Pen- 
dels mit dem Meridian bildet. 

8- 190. 
Die Untersuchung des Ausdruckes unter der Wurzel, den wir dm'ch 

Ä = (ij + a)(l-O-(>? + 0(l-C')sm«' 

^ "26 r'*^* ~''^ ~ '^'^' ~ ^^^'""1 ^ 25'^'''*'''^' ~ '^'^'"'''^'"''*^ 
bezeichnen wollen , giebt nun schon Aufschluss über wesentUche 
Punkte der Bewegung des Pendels. Der Fall, in welchem das Azimuth 
a = ist, braucht nicht in Betracht gezogen zu werden, denn dann 
wäre der anfängliche Stoss, den der Punkt C erfahren bat, so erfolgt, 



Du BphKriicha : 

)er Kugelobei'flacbe tsngentia 
ans fiele, also das Pendel i 
[ÜQDte. Schliesst man die 
ligkeit des Pendels i 
[ull herabsinken, denn 
irzel imaginBr, da die Ord 
'angsgeschwindigkeit w oictai 
1 bloss in einem vertikatei 
Grunde kann aucb a nicb 
e den böcbsten oder 

dieser Untersuchung weiter v 
1 Wurzeln der Gleichung 

B=0 
Verden. Es ist aber fllr di< 

» = — CO, — 1 . 



Gleicbung Ä = drei reel 
bietet, 
man die Ableitungen 

--T- = l~-2i;a — 3»' und - 

t man sich, dass R für 

en und fllr 

» = -jV?+ 

ten WerUi annimmt 

Di 
Gleidiv 
hat als 
Figur i 
'—'£ die poi 
so wQi 
GF an 
Äbscisa 



i 
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n HE erreichen, und fUr eine negative 

n MiDimum JD herabsinken. Die negative Absdsse OK = 1 
m Ä einen negativen Werth KL und erst jenseits in C erhebt 

Curve wieder über die Abscissenaxe. Bezeichnet man also 

Wurzeln der Gleichung mit 

OA=^a, OB = b,Oc= — c, 
iffenbar a positiv und kleiner als 1, 6 liegt zwischen den 
1 von OH und OJ, kann also sowohl positiv als negativ sein, 
* bestimmt einen numerischen Werth, der kleiner als OK sein 
enn diese Wurzel liegt nach dem Obigen zwischen — 1 und ^. 
inate ^ kann aber sowohl positiv als negativ sein, ist aber 
ch stets kleiner als 1; daher kann der Zweig DBE sowohl 
Is links von in die Abscissenaxe einschneiden. Die dritte 

OC ^ ~ c ist negativ und ihr numerischer Werth grösser 
Hiernach zerfällt nun R in. das Product folgender drei Factoren: 

R = (a — i)(s — b)(c-\- s). 
}er die mittlere Wurzel negativ, so hStte man folgende Zer- 

ß = (a-'*)(a + ö)(c + 4 

ersten Falle kann also die Ordinate z nur Werthe annehmen, 
zwischen den beiden positiven Grössen a und b liegen, da R 
!gativ werden darf. Durchschneidet man also die Kugel unter- 
9 Horizonts in den Entfernungen a und b vom Mittelpunkte 
wei horizontale Ebenen, so liegt die Curve, welche das Pendel 

Kugel beschreibt, ganz innerhalb der Zone, welche diese 
abgrenzen. 

zweiten Falle, wo b negativ ist, kann sich z von — 6 bis a 
en. Das Pendel tritt also dann auch in die obere Hemisphäre 

seine Bahn wird ganz von der Zone eingeschlossen, welche 
wei horizontale Ebenen begrenzt wird , die den Entfernungen 
'> entsprechend, unter und über dem Horizonte hegen. Das 
wird also unter gewissen Bedingungen immer unter dem Hori- 
jrweilen, rauss aber slets, auch wenn es Anfangs über dem 
:e lag, unter diese Ebene herabsinken. Wenn im ersten Falle 
wird, so verwandelt sich die Zone, deren Höhe a — b war, in 
reis, der dann auch unaufhörlich vom Pendel durchlaufen wird, 
ur den constanten Werth a behaupten kann. Dieser Werth 
B zu Null, und nach N. 10 in §. 187 wird dann auch 
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= 0, also nach N. 2 in $. 1S8 t>cosx = 

e bemerkt wurde, nicht yerschwindea ka 

, oder das Aziinuth der Bahn mit dem ^ 

rechten Winkel bilden. In diesem Falle, wo die Gleichunj 
gleiche Wurzeln hat, muss auch die Gleichung 

^ = 1 - 2r5 ~ 3»' = 
OS ' 

befriedigt werden, also 

'7 + »=-2^=|sini//tg^, 

oder, nach N. 7 in $. IS9 

e' = Gsin^lg^ 
sein. Diese Geschwindigkeit, die während der ganzen Bi 
stant bleibt, muss also der bewegliche Punkt senkrecl 
Meridian erhalten haben, wenn er unaufhörlich einen kle 
talen Kreis auf der Kugel durchlaufen soll, der aber, 
bleiben muss, stets in der untern Hemisphäre liegen wi 
bei einer unendlich grossen Anfangsgeschwindigkeit in 
selbst fallen kann. 

Die Richtigkeit dieser Formel ISsst sie 
eine einfache Construction nachweisen; ( 
der nebenstehenden Figur OA die Axe 
welche sich das Atom C mit der Gesct 
im Kreise drehen soll, dessen Radius AI 
und es bedeutet CG = G die Beschli 
Schwere, so muss die Componente FC = 

selben die Kraft befern, welche den 

Ö B Kreise erhält. Diese Componente mu 
Schwungkraft 



A 



AC sini/f 
gleich sein, wie die Bezeichnung der Figur lehrL Die 
beider Werthe führt daher zu der Formel 
o' = Gtgi/»sini^. 
Wenu d^ Pendel außings in der untern Hemispl 
dann sich Über den Horizonl erheben soll, so muss a m 
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kOnaen, also B für s = noch einen positiven Werüi behalten. Es 
muss also 

sein, oder 

('7 + 0Cl-sin«'sin(S')>S. 

oder vermöge (6.) in §. 188 

, 2Gco8^ 

'"^l-sina'sinr 

Sobald also die zur Anfangsgeschwindigkeit gehörige Fallhöhe 

den Werth 

cos5 j ? 

3 : — r-r~^ oder , ,%, • "■" » 

1 — sina smp cosa +5 sino: 

Überschreitet, so steigt das Pendel über den Horizont einpor. 
§. 191. 
FühPl man jetzt in den Formeln (8.) und (9.) des §. 188 den 
Werth von B ein, so erhält man, wenn 

(■j+OO-C) "»«•=■'■ 

gesetzt wird, 

(2.) df= '■''' 

wo das negative Zeichen vor der Wurzel gewählt worden ist, weil wir 
uns denken wollen, dass im Anfange der Bewegung die Ordinate s 
im Abnehmen begriffen ist. 

Um diese Integrale durch Thetafunctionen auszudrücken, setzen wir 
(3.) a — 2 = mfx' ; z—b = ngx''; c-\-z = rhx', 

wo ttt, ni r zu bestimmende Coefficienten sind. 

Die Summe der ersten dieser Gleichungen mit der zweiten und 

dritten liefert ^ 

a — b m , , , a + c »»,, 
r= — [X -j- gx und = — fx -\- kx . 

Es ist aber 

go* = ho' fx' -\- gx'' und Äo' = gid'/ä;' -f Aa*, 
so dass man also annehmen kann: 



II 
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N. t und N. 13 in %. 130 tial man aber die Formeln 



(15.) 



'o / — i7-i — z-, = xl'(ia+il 

• gaJ ga fx —ha ' ' 



8(1+«)' 



Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun (13.) integriren; ilenn 
bestimmt man zunächst eine Grösse i, durch die Gleichung 



/^■ = -i 



SO erhält man 



abo: 
(16.) 
und ai 



,„ , .,rii "*! »* a-\-c ml-l-c 

j,r=5o'-ftoY^ = 7 + j^a' ^ = 7-1^ 

Ar = Ao' — goYA = — +^ — =~-, . 

n 1—0 n n 1 —a 



diesen Gleichungen folgt 

gXhX 3 

ß ' 



so dass das erste der Differenziale in N. 13 durch diese Substitution in 
i6o'gi.fii. dx 

~ß '-/■*■/■«' 

Übergeht. 

Bestimmt man ferner eine zweite Grösse (i durch die Gleichung 

9J^ = *" 
A^' 1 + ' 
so erhält man auf dieselbe Weise wie N. J6 gefunden wurde: 



._ n ,_ n \-\-a 



^3 und hieraus, wenn man die beiden Formeln (12.) beachtet, 



m (l+fc)yH + c (l + a}i/6+cV 

tb, eJlipiischc IiJiegrBle. 



25 
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Hiernach verwandelt sich das zweite Differenzial unter N. 13 in 

9fi grfx^ — hV 
und das Integral der Differenzialgleichung (13.) nimmt vermöge (14 
und (15.) die Gestalt an: 

(18.) ^=..,,,.+,-,„+iij,fc£) + ,:|(S^|j, 

während l und ft durch die Gleichungen gefunden werden müssen: 

nqi „ i/ 1-t l + 2i|cos2i.+ 2j'cnsa + 

^ ' '(1 — o)*' 1 — 25eos2/l + ?il'cos4J — 

III, \ »„ l A'+°)*' l+29cos2y + 2,'ccs4y + 

(20.) 4,. - |/ ,^j - i_2,cos2/, + 2,'cos4,,- 

und X, sowie der Modul der Thetafunclionen durch die Formeln g< 
geben sind : 

I , Jit 

y a^c 'a+c 

Zur Berechnung von a ist von den Formeln unter N. 3 die letz 
am bequemsten: 

. , ^ l+2Q'Cos2a; + 2q''cos4a;+.. N 

(210 » = -c-|-)/(a + c)(6 + c)l^i_2gcos2a; + 29«cos43;-..> 

Die Formelu (16.) und (17.) zeigen, dass die Grüssen l und 
imaginär sind, und zwar die Gestalt annehmen mflssen: 

X = ui und fi = tot; 
aber es ist vortheilhafl, ihre imaginären Werlhe erst dann in die Fo 
mein eiUEufUhren, wenn man der Grössen u und w zur Ansßlhrui 
der Rechnung bedarf. 

§. 192. 
Nachdem man die Wurzeln a, b, c der Gleichung A = g< 
funden und aus dem Werlhe von h in N. 10 die Grösse q na< 
der Vorschrift N. 6 in §. 43 berechnet hat, kann die Grösse di 
Ordinate z, oder, was dasselbe ist, der Winkel ^ aus N. 22 sei 
leicht ermittelt werden, da man x durch die Zeit t nach N. 8 au 
drücken kann. Um aber den Winkel ip angeben zu können, heda 
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2cos5A = (y'— y— 1} |/y+2 2sin5Jl = i(i/* + y — t)yy^ 



Aus (2.) erhält man daan zur Bestimmung von y die Gleichung: 

Hat man aus derselben durch die Formel 

den ersten Näherungswerth y, von y entnommen, und setzt ihn dac 
wieder in die rechte Seite derselben Gleichung ein, in welcher ms 
jetzt die Grössen q* und q^ beibehält, so findet man einen genauer« 
Wcrth y, von y. In den meisten Fällen wird diese zweite Operatio 
die GrDsse y schon so genau lierern, als siebenstellige Logaiitbme 
gestatten. Im entgegengesetzten Falle muss dieselbe Operation wiede 
holt werden. Wenn man statt y einen Winkel /in N. 4 einfuhr 
welcher durch die Gleichung 



(5.) iB/=-fJBZ = ^ 

gefunden worden ist, und grösser als / sein wird, wenn man ferne 
(6.) y'=2cos2jU 

setzt, und in IS. 4 jr* statt y schreibt, so dient diese Formel dan 
auch zur Berechnung von y'. Benutzt man dann die Reihen (3. 
(4.), (5.), (6.) in g. 16 für die Entwickelung der Tltetafunctionei 
und führt die Bezeichnungen ein: 

(7) i:|,)-./i+2 l-3g-(y-l) + 5,Y-y-l)-- 

(7.) LW y^Hä l_,-(j+l) + ,V + S-^l)-... 

(8.) icKr~-)- y9'-i{1^"'^''-l'S''<'*<'+l'(f-^>"'^-—} 
1— ^cos2a;-}-^'(y'— 2)cos4a;— j"(y'— 3y)cos6a;4--'- 
so lässt sich (p in folgender Weise darstellen : 
(9.) f = xlL(,) + H-s')\+«(y,'!) + «(-S',':)- 

Die ganze Arbeit, welche erforderlich ist, um zu diesem Ausdruck 
' zu gelangen, besteht bloss darin, die imaginären Theiie der Thetafunc 
tionen von den reellen, mit Hülfe der bekannten Exponeniialausdrlick< 
gehörig zu sondern. 



Das splikrisehe Pendel. 

Würde man zu den Reihen im ZShler und Nenner der Ausi 
N. 7 und N. 8 nur noch ein Glied hinzufügen, so wäre: 
Glieder vernachlässigt, welche im ersten q'" und im zweiten q' 
die höheren Potenzen von q enthielten. Es wUrden dann dies< 
mein filr eine numerische Rechnung noch hraiichhar sein, selbst 
der Modul k sehr nahe an 1 liegen sollte, obgleich man sich 
dings in' diesen extremen Fällen lieber der Reihen bedient, \ 
nach Potenzen von q" foiischreiten und aus den Formeln (3 
(6.) in $.20 entnommen werden mUssen, welche sich aucl 
q' = «-■■' ist, in folgender Weise darstellen lassen : 

9«=l/I^^('+'-7)' 

«a! = l/I^(-l)y(' + »-J)° 

In diesen Formeln kann aus %. 51 die Formel N. 7 

benutzt werden. 

Man hat hierbei zu beachten, dass wenn in den Reihen, f 
nach Potenzen von q fortschreiten, nur noch die Glieder, welch 
q' behaftet sind, einen Einfluss auf das Resultat ausüben, in den 
Potenzen von q' geordneten Reihen nur noch die Glieder, die ^ 
halten, einen Reitrag liefern, wenn sieben genaue Ziffern vei 
werden. Führt man in den flir gi und s gefundenen Ausdrücken 

und (3.) in §. 191 fllr x seinen Werth -= ein, so Überzeugt mai 

dass tp aus zwei Theilen 

^ll(!,)+i(^rt| und jv(,,!^) + jv(_s,.,?^) 

besteht, von denen der erste stets um die Grösse 
(10.) in{L(s) + L(-y')] = 
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wächst, SO oft ( um ^T.zunimnit. Der zweite Theil ist eine 
Function von i, welche lUr 

( = 0,^T,|T, fr, _ 

Terschwindet und positiv ist, während t von bis ^T wä 
in's Negative übergeht, während ( von ^T bis T zunimmt 
haupt dieselben Schwankungen zeigt, sobald l dieselben 
. durchläufL Denkt man sich also einen Meridian, in we 
das Pendel zur Zeit Null, also im tiefsten Punkte seiner Bi 
det, mit der gleichförmigen Geschwindigkeit 

^ = f|L(j,) + i.(-rt|, 

um die Axe der « rotirend, so wird es, sich erhebend, Anfa 
Meridiane voreilen, dann seine Geschwindigkeit verminderi 
^7*, wo es seinen höchsten Punkt erreicht hat, wieder in ib 
und nun sinkend, hinter ihm zurückbleiben, bis es seine 
digkeit wieder beschleunigt, um endlich, nach Verlauf von 5 
ihn abermals im tiefsten Punkte seiner Bahn zu erreichen. 
Die höchsten und tiefsten Punkte der Gurve, welche 
auf der Kugel beschreibt, liegen, wie bereits in §. 191 bem 
auf zwei kleinen, mit dem Horizonte parallelen Kreisen, u 
im Sinne seiner Bewegung, auf diesen immer weiter fort. 
Fig. 1. Fig. 2. 




Stellt die Projection der Bahn des Pendels auf den Honzon 
Mittelpunkt der Kugel ist M, und die beiden Kreise bedeuten 
Kugelkreise, welche das Pendel bei seinen Oscillationen be 
Pendel hat seinen Weg vom tiefsten Punkte begonnen 
aufgestiegen, dann bis 2 gesunken, hat sich wieder bis 3 ei 



D4B sphüriiclie PandBl. 

ge SchwingODg vollendet, wenn es wieder ] 
Horizont gefallen ist, als sein Ausgangsp 
lag. Es beginnt jetzt von 4 aus eine nein 
efste Punkt, so wie der hdchste 5, den 
beide gegen die Punkte und 1 im S 
■Uckt. Die Richtung dieses Fortscfareitens 
isschlagspunkte 1, 5, 9... und 0, 4, S... is 
cen angedeutet, und hängt von der Gi'össi 
:2jH3 = .,. ob, welche vorher mit fl* bez 
inkel sind nämlich stets grösser als jn und 
i«n werden soll, nur dann zu diesem Werlhi 
rch den tiefsten Punkt der Kugel schwing 
phBrischcn Oscillationen mehr madit, soi 
Kreise schwingt. Wären diese Winkel kl 
Äusschlagspunkte 1,5,9... und 0, 4, i 
letzten Sinne der Bewegung des Pendels 
ig. 2 darstellt. Die Figuren nehmen frei! 
latt an, wenn das Pendel zwischen zwei kl 
(, von denen der eine in der unleren, d 
misphäre läge. 

sen Auseinandersetzungen ist einleuchten 
del nicht etwa in der Weise schwingen k; 
er Bahn auf den Horizont eine einzige, 
: bildete, sondern sobald das Pendel nicht 
chwingungen vollführt, so müssen seine I 
n Sinne seiner Bewegung fortrücken und d 
>endelebene bei dem bekannten Foucault'sc 
;hleunigt oder verzögert werden, je nach 
1 seitlichen Anfangsgeschwindigkeit, welche 
ie durch die Verticale und das Pendel bes 

§. 193. 

nicht periodischen Theil von x in der Fom 
uchen zu können und um überhaupt die 
kennen zu lernen, welche die Thetafun 

igen, wollen wir diesen Theil 



392 Vierter Abschniu. 

einer Transformatioa unterwerfen. Nimmt man von beiden Seilen 
Gleichung (2.) in %. 71 die Logarillimen, differenziil dann nach s i 
setzt z ^ 0, so entsteht die Formel 
(1.) l'Ox + l'dy = Pd(x + y) + ^o^ofxfyf{x-\-y). 

Setzt man hier 

X ^ i. — Jvi und y^fi-\-^7i — Jm, 
so wird vermöge (2.) und (3.) in §. 22 

ex=—ie'^+i'^X und dy = e'f + i"^, 

also 

F6x+Fdy~l'e(x+y) = Vf^k + P^ft-P^iX+fi). 
Die Formeln (17.), (20.), (18.) und (19.) in S- 23 liefern fei 
die Gleichungen: 

Mit Benutzung dieser Ausdrücke verwandelt man dann (l.) 
die Formel: 

Mit HUIfe der Ädditionstheoreme (1.), (2.), (3.) in §. 30 kann 
man jetzt f (X + fi), 9 ß + fi), h (i + ^} durch die Grössen a, 6, 
c ausdrücken. Bezeichnet man 

i-+ft = (n + ic)i = si, 
so findet sich, wenn mau die Formeln (16.) und (17.) in §. 191 
benutzt, 

/^Niv ■\ «{l+oö},/ k , ., l,/o'~6'" ft' . , ., a'Jl-b',, 

(3.)/i:„)=_^y^--,;3(«)=^y j-—.. _; fc(,.)=^y--,ft'. 

Man kann aber der N. 2 auch noch eine andere Gestalt geben. Es 
ist nämlich 



also 



gx gxkx 



Führt man diesen Ausdruck in N, 2 ein und wendet die Formeln 
(3.), so wie (16.) und (17.) in §. 191 au, so erhall man 



dl' 



iDse 



ij ni 
in g, 
Jet 

«0- 






'•1 



Vierter AbBchoitt. 
noch 



(' + (P' = S' = (« + W) ^— =s]/— , 



N. 5 und N. 6 
/■ rfg / rfz _ / (fa 

vermöge der Additionstheoreme in §. 30 oder ir 

'^ ^ ' c + 6 l^l+2ofr+6' 

, ,Jc—a fei'l— -a' 

f c + 6 V l4-2afe + 6' 

leas diese verschiedeneu Veränderlichen und ( 
reri Zusammenhang angeben, für unser Proble 
benutzt werden müssen, so haben wir sie bi 
>ammenstellen wollen, um dem Leser ihre B. 
s Gedächtniss zu rufen und um zugleich die Be 
estandtheile der Formeln kennen zu lernen, 
ler zweiten Formel unter N. 11 nimmt jetzt der 
e folgende Gestalt an: 

21 isl aber 

dl^{si,v) _ 2j'ffa' die(s',v') ds' 
ds ~~ v'ds ds' ds 

an die Relationen (9-}, welche zwischen s und 
bt sich 

ds ' V 




I 



ansieht Wenn dann -;— einen negativen Werlh annimmt, so ist d: 

da 
Behauptung bewiesen, denn wird dann wachsen, während a abnimni 

Die zu diesem Zwecke dienhchen Ableitungen ergeben sich abi 
nicht unmittelbar, sondern erfordern zu ihrer Darstellung einige Au 
merlc^mkeit, und da die hierher gehörigen Formeln oft benutzt wei 
den müssen, so wollen wir sie etwas vollstündiger mittheilen, als unst 
nächster Zweck erfordert. 

Wenn in der Gleichung 






dl 



die Grösse J als eine Function von x und v betrachtet und nnlersucl 
werden soll, in welchem Verhältnisse die Zuwachse Ar und dv stehe 
müssen damit | ungeändert bleibt, so braucht man nur mit Hülfe d( 
Foimel (1.) in §, 79 durch unmittelbares Differeuziren der Gleicbun 

(l ) nach V das Verhültniss -r- zu suchen. Man erhält aber das vei 

langte Resultat unmittelbar, wenn man in der DifTerenzialgleichung 

' dv dx 

das ^ als constant betrachtet, also d^=0 annimmt, wodurch sieh 

ergiebt wie aus der am Ende des §. 79 aufgeführten Formel sogleic 
folgt wenn das dort gebrauchte q> mit dem gleichbedeutenden ^ vei 
tauscht wird, ' 

Die Formel (2.) liefert ako die Ableitung von x nach v, wen 
T als Function von v, und | als constant betrachtet wird. Mit Hüll 
von (2} lassen sich jetzt die Ableitungen der Functionen 

l'dx; P^x; l'^x; P^x 
nach V sehr leicht angeben. 

Es ist nämlich 

di'dx _ / di'dx \ de ex dx 

dv ^ dv ^ dx dv' 
wo die klammer andeutet, dass die Ataleitung nur nach dem unmittelba 
in der Function ausgedruckten v und nicht auch nach x genommen werde 



PO 


'^^iVp<"%' 


(8.) 


^=irgxr^x 


(9.) 


^ = riu(i-(io^ii"^) 



Man kann zu den Formeln des vorigen Paragraphen auch auf 
die Weise gelangen, dass man die Gleichungen 

(2.) inl'dx = F.E{^-E.F{^) 

(S. 113 N. 6) nach » differenzirt, während man | als constant be- 
trachtet. 

Die Formeln,, welche sieb aus diesen Operationen sehr bald er- 
geben, und sämmtlich oft benutzt werden müssen, wollen wir, mit 
anderen hierher gehörigen bekannten, jetzt- zusammenstellen; 
(3.) F(i) = x^o'; F = l«Qo' 



) Eii)=-^(,l'dj,-xe'^o); E = -in- 



) - = 



m = ?£:j...(s_„e+*^|l| =,,..„._,,„ 



) 

(9.) 
(10.) 

(11.) 



dF_dE_ 
dv dv 



Dos spbttriaclie Pendel. 



diesen Vorbereitungen kann man die Ableitung von nadi 
n. Wenn man für diesen Zweck die Formel (14.) in §. 193 



= F.£(o',fc')-(f-E)F(ff'.Ä') + ft'i^coso'y^-l 

kann (0 als eine Function vonV und y betrachtet wer- 
md ► als Function von a erscheint, aber V nicht auch von 
nur von a abhängt. Es wird dann 



da da' da "^ dv da 
bleitungen - 



ch differenziirt. Man findet so 

dv _ _ 2(gc4-6°) 

da' b 



da (b + c)^l~.a' 

d0 
der Werth von -tt ergiebl sich ziemlich leicht als 
da' 

da' ~ ab J (a', A:') 

d0 
eschweriichsten ist die Darstellung von -t — Man muss da- 
rmein benutzen: 

V dp dv qo dv 



i8o'(r(o',i')-£(<i',4')) 



i bei gehöriger BerUclisichtigung der Formeln (11.), (12.), 



('•) '-^-^'-^fe 
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(13.) des 8- 77 und der hierher gebörigen aus §. 51 und §. It 
ergeben. Wenn alle Reductionen. ausgefOhit worden sind, si 
man endlich 

~b' 64 
Hiernach sind also die Producte 

rfffl da' d(& dy 

da* da dv da 

negative Grössen und es ist daher bewiesen, dass der Winkel 
^71 an zu wachsen beginnt, sobald a bis 6 hin abnimmt. 

§. 197. 

Wir wollen zum Sehtuss noch die Longe des Bo'gens s bei 
welchen das Pendel bei seiner Bewegung beschrieben hat, ine 
den Nullpunkt dieses Bogens in den tiefsten Punkt verlegen, i 
Pendel zunächst erreicht, und zwar in dem Augenblicke, von 1 
aus die Zeit gezählt wird. 

Nach N. 7 in §. 189 war 



Nach (3.), (5.), (10.) und (12'.) in S- 191 ist aber 
und wenn man aus (7.) in g. 191 den Werth von dt einsetzt. 



(1-) 



1 a-\-c/ r ' c~b k 



Dieses Integral lässt sich auf dem Wege, welcher in §. 1 
geschlagen worden ist, sogleich auf ein elliptisches zurückfUhn 
ergab sich dort, dass 



(2.) d<p(^_ 



^X — ßfjo'd x 

l-ß+ßfx" 



wenn 

(3.) 



)'(l~o)(l-« "' 
gesetzt und der Modul k und sein Complement k' durch 



m, wobei offenbar a grj 
em lieferte N. 3 die F( 



I — ßs'm<f 
lan diese Gleichung mi 



' 1 — (?sin9)* 

siden FormelD (2.) und 
der ersten, wenn der 
r dem Wurzelzeichen g 
ntgegengeselzten Falle, 
rt Übrigens ein Integra 



ß^^ 



loell auf ein elliptisches 
nen Winkel jf/ durch d 

tgV/ = : 

1 dann die Constantc 
dasselbe Mittel, welches 
j Formeln für die Bare« 
en wir aus der Gleichu 
J_ 

S- 51 unmittelbar die f( 

1 fx 
^- = .g|undQo 

it, einen Winkel i und 

t 

. = 2i/£z:i/il 

' a + Cff 

, ellLpUscbe Jalegnle. 



4Ö2 ' Vierter Afescfittitt. ^ 

Wenn man di^se pleichung mit N. 4 vergleicht, so sieht mjan 
sogleich, dass •, \ \ '" *, . , 

a = r und ß = — ; — 

zu setzen, also der Modul ,,, 

anzunehmen ist, ^während . \ 

it=il/^' und r^V^"' 

T)r^. YqTO<?sg^ dßr GieichuBgen (S^) and (6v)»)mus8 mart jetzt! eine 
neue, el|iptisctje Xje^nsceßideatc einfübpen:,. welqhe vom .Modul m undi 
einen^ifleujeft.ÄrgJUfliqate y abhängt und durch die Gleichung ■ < 

4 1 ■ V , .4 



' j: ■•!'.; i(;i 



^ c—a c+b g{y,fi) ^h-\-cg{x,v) 
oder ^ 



' r •■ : , I , ■ . . '!•'■' ( ! ' i ' I 



(9.) /"(y^^) _ i/lii£ /^C^^») 

mit der früheren in Verbindung steht/ Es ist hier der Öuchstabe ft, 
dessen numerischer Werth un^estjmmf '.bleibt, in demselben Sinne wie 
V für die Formel benutzt worden, so dass ^ eben so von m abhängt, 
wie V voii A. Berechnet man sich aus dem bekannten m eine Grösse 
p aiif dieselbe Weisei wie in §. 4ß q aus k gefunden worden ist, so 
kann diö Gleiiehühg (9.) auch so dargestellt , werden : 

siny — p sin3y4-p^sin5y— .p'^sin7ff+ '* 



cosy4-p'cos3y-|-p®cos5y.-f-p**cos7y + 

*/ 

_ Ji — a^ smo? -— |9f*sjn3a?+,g^3in5a? — -T' 



I I 



t- .J.; 



1 — 6* cosic + ^^cosSar+^^cosöj^'-j-.-.., 

und aus dieser Gleichung muss' der Winkel y durch^ eins der uns be- 
kannten Näherungsverfahren berechnet werden. Die Grösse y lässt sich 
also durch die Zeit^ ausdrücken, -da bereits a? eirte bekannte 'Function 
von t ist. Eine bequemere Näherungsrechnung würde man auszufüh- 
ren haben, wenn man sich Äuß der Gleichung (9.) den Werth von 
h{y^fi) suchte, der freihch nicht auf so einfache Weise durch die 
Functionen fx^ gx, hx ausgedrückt werden kann, als der in (9.) dar- 
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Ite Quotient Kfinoten die Quadrate von p und q vernachlässigt 
in, so würde man zur Bestimmuug von tf die einfache Formel 
,en: 

tg!, = |/|^t6a>. 

Die N. 7 verwandelt man jetzt leicht nach der Vorschrift (4,), 
wenn die Werthe von a, ß und m gehörig eingesetzt werden, in 

In %. 130 ergah sieh aber unter N. 4 die Formel 



(11.) 



.faha f hx'dx ... , ,,6(a — x) 



Nimmt man nun flir a eine imaginäre Grosso von der Form li 
ik 
an und setzt /'('o) = 777=, so ergeben sich sehr leicht die Formeln: 
' ^ ' k'ym 



(12.) filiji)'-- 



/a—b c—b ... ., i/o— fc c+a 

*(ji,rt"=y5'-''+'' ■ 



' c-{- b c — a ' 
aus denen 

f{li,fi)hai,ti) _ J^^ 

g{Xi,fi) fc+b 

folgt. Führt man dann diese Ausdrucke in (11-) ein, so ergieht sich 
auf der Stelle, dass s durch die Formel ' 

(13.) . = i,,iÄ£)+4-,?ffi±s4 

*■ -^ ' dl ' t e{Xt—y,(i) 

dargestellt werden kann, (Ur welche die GrSsse X sich am bequemsten 

aus der letzten der Formeln (12.), also aus 

Ä' ym 
auf die in %. 192 angegebene Weise berechnen lässt. lieber die wei- 
teren Umformungen, denen der Ausdruck (13.) für s unterworfen wer- 
den kann, und über seine Auflösung in Reihen sind die Paragraphen 
192, 193 und 140 zu vergleichen. 

26* 



Pflnfter Absohnitt. 



Fünfter Abschnitt. 

Ueber die Drehung eines festen Körper* 
um einen festen Punkt. 



HanptgeBetze der Bewegang eines Sjrateins von Atomen. 

Da wir Bit unsern Zweck der KenDtniss einiger dieser Satz 
dUrfea und in Schriflen, welche denselben Gegenstand behandeli 
einfocben Formeln, die sie aussprechen, sebr häuüg aus einer 
bination von sogenannten Prinzipien, wie z. B. des d'Alembert' 
und des Prinzips der virtuellen Gesehwindigkeilen, abgeleitet wt 
von denen wir nach unseren Errahrungen voraussetzen müssen, 
sie für sehr viele unserer Leser, welche dieser Sätze zu prakti 
Zwecken bedllrfen, niemals alle Unklarheit verlieren werden, so v 
wir diese Gesetze ohne jede andere Voraussetzung, als die des S 
vom Parallelogramm der KrSfte, hier entwickeln. 

In den Pimkten 



des Raumes, deren rechtwinklige Coordinaten 
a;,y,z,; a;,y,5,; x,y,s^; 
sein sollen, denken wir uns 



Atome vereinigt, und bezeichnen allgemein durch 

das Quadrat der Entfernung der Punkte Ma und Mt,- Nach ti 
Bezeichnung ist also 

(«,<. = und la,b = h,<,- , 
Ein Atom in Mt gebe einem Atom in Äo, wenn es eine See 
lang mit unveränderter Stärke auf dasselbe eingewirkt hat, einen 
wachs von Geschwindigkeit 

so (lass also nach dem Satze von der Gleichheit der Wirkung 
Gegenwirkung 



Drehung einaa twtmt Körpers mn eineD featen Punkt, 405 

ka,b = *A,o 

IQ wird. ^Diese Grössen werden wir kurz als Impulse bezeichnen. 
e ttta Atome in Ma erhalten also von den mi, Atomen in Mi, den 
...jpuls 

Ausser der gegenseitigen Einwirkung der Atome auf einander, 
mögen noch Kräfte im Baume thatig sein, welche den Atomen in den 
Punkten M Impulse ertheilen, deren Gomponenten nach den Goordi- 
natenaxen 

X,Y,Z 
sein sollen. 

Die Componente des Zuwachses an Geschwindigkeit, welche z. B. 
die Atome in M^ parallel der Axe der x erhalten, ist also, wenn JV, 
die seit der Beobachtung der Bewegung verflossene Anzahl der Secun- 
den bezeichnet, 

-+^,i',.3—[ — -+'»tK,i ) ~^+ 

Besteht das System, dessen Bewegung bestimmt werden soll, aus 
n Punkten, so lassen sich offenbar 3 n solcher Gleichungen aitrstellen, 
da für jeden derselben drei Statt finden, und aus der Integration dieser 
Gleichungen ist die Bewegungs weise des Systems und jedes einzelnen 
Punktes zu ermitteln. 

Bezeichnet man aber die Geschwindigkeiten,- welche die Punkte 
M annehmen, durch v, so dass 



<i)'+m'+o' 



ist und bildet man den Ausdruck 

(1.) T=iSfnv''-2_m(xX+yr-i-zZ)-\'i2Xm,m„k,,,,l,,,^, 
wo die einfachen Summenzeichen bedeuten, dass alte unter ihnen be- 
griffenen Grössen mit den Zeigern 1, 2, 3, ... n versehen werden sollen, 
und die doppelten, dass die Zeiger t und ^ diese WeMhe erhalten 
müssen, so lassen sich die erwähnten 3« Gleichungen offenbar auch 
in folgender Gestalt daistellen: 







Da die GIdehuDgen (2.) Statt finden, so ist auch 

oder 

(3.) 2mvdv = SmiXda>-{'rdy+Zdi)-iSS'm,m,'^hs,,:dl^, 

Ist 

Xdx-^Ydy+Zdis = d^ 

ein vollstäDdiges Differenzial und sind die k nur Functionen de 
fernungen l; so lasst sich (3) integriren, und man erhalt 

(4.) ^Smv' = Smf — iSS/m^m^, Ä,,^ d/,,,r. 

Sind 'die l constant, ist also das System ein festes, so 

dl = fl, also wenn C die Inlegrationseonstanie bezeichnet, 

^2mv' = Smq)-\-C. 

Gehen die Functionen e und y für einen bestimmten Zeitpunkt 

und y. Über, so ist 

^Sm%^ = Smip^ 4- C, 

also 

(5.) ^^m»' — i^i»"»' = ^mg? — 2mg!>„. 

Diese Formel wird der Satz von der lebendigen Kraft ge 

Sind die Resultanten der äusseren Kräfte, welche auf das ! 

in den Punkten Jtf„ JH„ J/, einwirken, 

P,,P^,P^ 

und bilden sie mit den Coordinatenaxen die Winkel 

('ißtyi' "tßtU' «»ßiYt- — 

so finden für irgend einen der Punkte JH die Gleichungen Stall 

X = Peosa; r = Pcos;?; Z = PCosy. 

Sind ferner o, b, c die Winkel, welche die Tangenten der Bai 

Punktes Jtf mit den Coordinatenaxen macht, so dass 

dx , dy dz 

eosa = -T-; cosb = -f-; cosc = -j- 

ds ds ds 



Dreliniig eines festen Körpers nm elnei 

i schliesst diese Tangente mit der Rieh 

den Wioliel % ein, so ist 

das , ady , rf» 

' cos« -j- + cosÄ -f- + cosy -j- 

da ' ^ ds ^ 'dt 

Xda:+ Fdy + Z(fa = fcosrds = 
rf» .. 

= 57'^'- 

eraaeh kann man der Gleichung (3.) a 
^twoit = ^mP'Dtü%%dt^ ^2Sm 
enn das System ein festes ist, so versi 
nur die Gleichung 

^moAzi = SmPcosTvä 
Icher man sogleich das Princip der 
ten ableitet, wenn keine Beschleunigt 
intritt, oder das System im Gleichgewii 

S. 199. 
Idirt man die ersten der Gleichungen ui 

Da aber 

dia.ft JPg — gft dl 

*t. ~ l.,s ~~ * 
so verschwindet das letzte Glied dieser Gleii 
so, wenn man aucli die beiden übrigen Gruppen 

(1.) 2m^ = iinX 

(2.) Sm^ = lmr 



(3.) Sm~-£mZ. 

Es ist Terner 

dT , dT , ^ d'i ^ . 



"S,^ 



dT , dT , 
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Da aber 

so ist aucb 

Von der Richtigkeit dieser Formeln überzeugt man sich am 
durch wirkliche Ausführung der Opernlion an drei bis vier G 

Zieht man nun die vorbergebenden Gleichungen von einai 
so heben sich die beiden letzten Glieder fort und man erbHH 
man ganz ähnlich mit den beiden andern Gruppen der Glei» 
unter N. 2 in S- 1^^ verHihrt, die folgenden drei Formeln: 

(4.) 2^{y'^-J^) = I.(yZ-.Y) 

(6.) J».(«^-a;J) = Ji»{»X-^«Z) 

(6.) 2™(^Ö_j,^^) = j„(,y_j,x). 

Wirkt die Resultante P in der Richtung auf den Punk 
welche durch die Linie 

coso cos/9 cosy 
dargestellt wirj], in der i, rj, ^ die laufenden Coordinaten b< 
so sind die Entfernungen dieser Linie von den Axen der x, p 
sprechend 
ycosy — »cos/S »coso — aicosy xeosß — ycosc 

sinct ~''^' ain/J ~ "' siny 

Es ist also 

yZ— ar = (ycOBy — »cos/!)P = pPsino 
und in ähnlicher Weise lassen sich auch die rechten Seiten d 
chungen (5.) und (6.) ausdrücken. An die Stelle dieser drei G 
gen können also auch die folgenden treten: 

('■) ' 2m(y^^zil) = 2mpPsma 

(8.) 2i»(s^-a!^) = 2l»5i>sill/J 

(9.) Ä(«g-s£^) = Ärrsmy. 



DrehuDg eines festeo Körpers tun «inet 

Sind die ResultaDten P gleich Null odei 
linaten gerichtet, so dass also die En 
iwinden, so verschwinden auch die rechl 
ileiehuDgen und ihre Integrale liefern di< 






Icher A, B, C die Integrationsconslanter 
enthalten den Satz von der Erhaltung 
Wenn Gleichgewicht oder Ruhe im Syslt 
üe Gleichungen (1.), (2.), (3.) und (7. 
gungsgleichungen des Gleichgewichts ein 
^fflX = 0; SmY=0; 2t. 

SmpPsina = 0; SmqPsmß = 0; 

S. 200. 
[i'Uhrt man statt der 3» veränderlichen 
y„ 3, durch die Gleichungen 

'^i ="+5,; y, =»+'7.; », 

a;, =« + ^; J/. =» + >?,; ». 

*- = « + ?■; !/"=» + ')»; »» 

3n -|- 3 neue Veränderliche ein, so kann mi 
hildeu : 

2mx=u2m-^Smt; ^'my = t2m-^2mri ; 
und über die drei willliUrlichen Grössen u, v, 

(1.) u = -= — ; f> = -—-; u 

wird. Es hleihen dann die ^, ij und ^ dei 

unterworfen : 

(2.) 2mi=0; 2mi} = i); Sn 
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(3.) 



Differenzirt man die Gleichungen (1.) zweimal nach (, 
man. mit Bertlcksichü'iiiung der Gleicbuirgen (1.), (2.), (3.) ic 
tPu _ 2mX d'f> __ SmY d'w _ 2mZ 
dl' 2m ' dt^ 2m ' dl' 2m 

Der Punkt, dessen Coordinaten u, v, w sind, wird der 
puitkt des Systems genannt, und seine Bewegung ist durch 
letzten Gleichungen dargestellt 

Wenn keine äusseren Kräfte auf das System wirkei 

— — fi '^'^ —. ft ^^ - 

dp ~ ' de~ ' le 

also, wenn man integrirt: 



= 0; 



du 



dv _ 



und 



u = at+a'; © = bt + b'; w = ct + &. 

Der Schwerpunkt schreitet also dann mit gleichförmiger i 
digkeit in gerader Linie fort. 

Nachdem wir nun die Hauptsätze der Bewegung eines oysiems 
Ton Atomen entwickelt haben, gehen wir zu unserm eigentlichen Pro- 
bleme über, die Drehung eines festen Körpers um einen festen Punkt 
zu untersuchen. 

S. 201. 

In der nebenstehenden Figur 
sei der Mittelpunkt einer Kugel, 
deren Radien OX, OY, OZ als LSh- 
geneinheit belrachtet und die Rich- 
tung der Achsen eines im Räume 
festen Coordinatensystems XYZ an- 
geben sollen, in welchem die Ab- 
scissen x und y in der horizontalen 
Ebene XOY liegen, und OZ die Richtung der positiven Ordinaten s 
vorstellt. Der feste Körper sei um den Punklö drehbar und in ihm 
ein zweites rechtwinkliges Coordinatcnsystem X" Y'Z' als fest gedacht, 
welches also hei der Rotation des Körpers seine Stellung im Räume 
ändert. Die Coordinaten der einzelnen Punkte des Körpers in Re^ug 
auf dieses bewegliche Coordinatensyslem mbgen imti,->],^ bezeichnet 
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werden. Die augenblieklicbe Lage des beweglichen Systems, also auch 
des Körpers, kann in der Weise bestimmt werden, dass man die Lage 
der Durchsebnittskante OK der Ebene der xy mit der Ebene der §iy 
durcb den Bogen XK = tf/ angiebt, und den Winkel XKX^ = % misst, 
den beide Ebenen mit einander bilden. Die Lage der beweglichen 
Abscissenaxe OX! braucht dann nur noch durch den Bogen KX! = qp 
angegeben zu werden, um die Lage des Körpers im Räume voll- 
ständig bestimmt zu haben, wenn zugleich auch auf die Zeichen der 
Grössen qp, t^, x gehörig Rücksicht genommen wird. 

Ausser dieser Beslimmungsweise wollen wir noch die Winkel- 
abslände der Punkte X\ Y\ Z' von den Punkten X, Y, Z auf der 
Kugeloberfläche zur Fixirung der Lage des Körpers benutzen. Wir 
bezeichnen zu diesem Zwecke: 

X'X = a, XY = a„ XZ = a^ 

^ rx=:ß, . rY = ß,, rz = ß^ 

Z'X=^y, ZT^y,, Z^Z=:.y, 

und erinnern uns folgender Bedingungsgleichungen, welche zwischen 
diesen 9 Winkeln Statt finden, wenn das Zeichen cos allenthalben er- 
gänzt wird. 

{ «' + /?»+/ = ! l a^+a]+al^l 

(1.) \cc]+ß] + Y]=^l ^ (2.) \ß' + ß]+'ßl==l 

(3.) y«+yi «1+^2.02 = (4.)j«,a -\-ßJ-l^y^y =0 

[aß+cc,ß, + a,ß,=,0 [aa, +M +YY, =0 

(5.) U,:=ß^y^y,ß (6.)jÄ=y2«-«2y (7.) Jyi =«2/? - A« 

Die Zeichen der rechten Seiten dieser drei letzten Gleichungen 
müssen umgekehrt werden, wenn die Ordnung der Winkel eine andere 
wäre, d. h. wenn man, mit dem Fusse in stehend, von Z aus die 
Punkte X und F in umgekehrter Ordnung erblickte. Von den sieben 
aufgestellten Gruppen von Gleichuagen sind bekanntlich nur die beiden 
(1.) und (3.) erforderlich, um den Zusammenhang der 9 Winkel unter- 
einander auszudrücken, aber die übrigen werden im Verlauf der Rech- 
nungen ebenfalls benxitzt 




Fünfter Abschnitt. 

' den Körper als ein System von Atomen auf, und be- 
bleitungen nach der Zeit ( durch Accente, V» gelten 
Igende, dynamische Gleichungen: 

iSm{yz"— iy") = 2m{yZ — z¥) 
Sm(zx" — xz") = Sm(zX — xZ) 
Jm{xy"—yx") = Sm(xY — yX) 
lern würde vollständig gelöst sein, wenn wir diese i^rei 
hungen zu integriren vermbchteti. FUr jeden der im 

chen Punkte xyz; x,yiZ,; SJ^y^s,; des Kör- 

r folgendes Gleichungssystem Statt:, 

CoOrdinaten |i;^ fest bestimmte, von der Zeit unab- 

i besitzen, aber die Winkel a y» Functionen der 

ch DiETerenziren nach ( leitet man aus diesen Gleichun- 

len ab: 

i + ß'yS-hy'i lx"=a"^-\^ß"r] + fl 

; + /»W + /.C und (10.) h" = a';^+ß';r} + y';K 

Werthsysteme (8.) und (10.) und die entsprechenden 
'',' y',' b',' ; etc. in (7.) eingesetzt werden, so ertiält man 

) Grössen a y^ drei Differenzialgleichungen zweiter 

üb die Bedingungsgleicbungen (1.) bis (7.) lassen sieb 
er Grttssen eliminiren, so dass nur noch ,drei solche 
iiungen zwischen drei der Veränderlichen übrig bleiben, 
tanten, welche ihre Integrale mit sich bringen, wer(Jen 

Coordinaten irgend. eines Punktes |jy£, den man be- 
nd durch die drei Componenten der Geschwindigkeiten 
liescr Punkt angenommen hat, denn durch diese Grössen 
je und die Geschwindigkeiten alier übrigen Punkte des 
Us bestimmt sein, 

§. 202. 
Arbeit, welche jetzt auszuführen ist, besteht in einem 

minations verfahren, welches statt der 9 Winkel a y^ 

, q, r einrührt, welche zwar aus mechanischen Betrach- 
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UDg eines feeten EUrperB uiu einen fee 

[egangen sind, aber hier als ana: 
)en sollen. Man differenzirt näm! 
i bezeichuet 

\'y,ß', + Ytß', = -y'ß-y',ß,-i 

(2.) ay' -j- a, y\ -j- a, y', ^ — ya' — y, a\ — ; 

(3.) ßa'+ß,a[ + ß,a\ = -aß'-a,ß', -, 

Bildet mau aus diesen Gteichungen die Diffei 
man fUr r den ersten Ausdruck benutzl und fllt 
ergiebt sich 

ßr-ri^iß'+fy+ißßr+mX+i 

= (l — a*)«' — a«, a', —aa^a 
DifTei-enzii't man aber die erste Gleichung aus N. ' 

also 

ßr — yq — </. 

Auf ähnliche Weise kann mau auch die Gi 
drücken und sich folgendes System von GleichuD] 
(4.) oi = ßr —yq ; ß' =yp —ar ; / = 
(5.) a[=ß,r-y,q; ß\=Y,p-a,r; y\ = 
(6.) <=Ar-j',9; /?; = y.p-a,r; /,= 

Setzt man diese Wei-the in N. 9 ein und be; 
(7.) ^q — T}r = u; ?r-~ep = r; f)p — . 

so erhält man 

ia/ = ati -{-ßv -\ yw 

(8.) !/' = «,W+ft» + J-,tt' 

ja' = o!,M + (?jt5 + y,ic. 

Mit Hülfe dieser Ausdrücke und derer in N. 
wir uns zunächst 

jB'-y = (o, {+/(,,+ n ö(«."+ A 

-(o,i. + /),«+^,t»)(o,|+|S, 
=(Al'.-)',P,)(l"'-C'')-|-(!'r<'.-<<,J'i)ß»-i»)+( 
oder 

(8'.) .,»'-«j^ = a(^-C«) + ^(5„--|,p) + , 

Die Umwandlung, welche hier die zwei er 

ren haben, geschieht mit Hülfe eines bekannten 
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oder man weist ihre RichUgkeit durch unmittelbare A 
Multipbcatiou nach. F^r die dritte Zeile sind die erstei 
in (5.), (6.), (7.) des §. 201 benutzt worden. 

Nimmt man nun an, die Auen der §, tj, ^ wären i 
Körper .so gelegt worden, dass 
(9.) 2mi]t=0; j:<| = 0; im|i? = 

wird, oder wären sogenannte TrSgheitsaxen, dann 1 
fache Ausführung der Rechnung - sehr leicht, dass, we 
Seiten der vorhergehenden Gleichung mit m multiplici 
Grösse, so' wie den a;, y, », I, ij, ? die Zeiger 1,2,3 
man den Summenausdruck erhält: 

2«<s.'-5!,')=i>p^»(ii"+C')+|Sj-S'»(?'+?)+r- 

Bezeichnet man nun die Trägheitsmomente 
(10.) Sm(,,- + C) = A;^ Sm{C + ?) = Bi J».«' 
SO geht aus diesen letzten und den Übrigen ähnlich gebil 
das Gleichungssystem hervor: 

pM(ys' -»!/') = a Ap + 'ß Bq + y Cr 
(11.) hm{jixf~Xi') = a,Ap + ß,Bq + y,Cr 

\2m{xy'—yx') = a^Ap + ß^Bq + y^Cr, 

Differenzirt man die erste dieser Gleichungen nach ; 
Smijiü" — zy")=aAp'+ ßBq'+ yCr'+a'Ap -i- ß'l 
oder, wenn man N. 4 benutzt, 

2m{yii"~zy"} 
= a\Ap'^{B-C)qr\^ß{Bq'~{C-Ä)rp]+y\Cr'- 

Rezeicbnet man aber 

iAp'—{B-C)qr = P 

(12.) ' )Bq'-(C-A)rp = Q 

[(y — {A-~B}pq=R 

und setzt 

i2m{yZ—zY) = U 

(13.) )sm{sÄ:—xZ) = V 

\sm{xY-yX)= M^, 

so eriiSit man jetzt statt der Gleichungen (7.) in §. 201 

drei Bewegungsgleiebungen: 



iimg eineB ftsten Körpers mit einen feste 

'■■■II- ■• [iip+ßQ4-ra='H' •■ 
Up+ß,0+,,R=r' 

eich mit' Rücksicht aUf die Formeln 
ern drei foigen : 

■i^ .. .. iaU + a,V+a,W = P : 
■■■■ ■Uu + ß,V-i^ß,W=Q' 

ntegration dieser drei Differenzialgt 
t es i(iin an- 

S- 203. 
Össeii V, V, W kommen nocli die Ci 
>or. Diese müssen durch die Winkt 

Vi ?i» ^» Vt £i' ausgedrüekt wen 

er die p, q, r durch aßy, c^ ß' y', 
1 tp,ip,X einfuhrt!!!, deren Bedeutun 
wodurch man drei Diff^renzialgleichui 

« ü/ y ^ ^ ^- ^ ^'^ '- 

mircii p,q,r lassen sieh die a(fy,.i... nicht unmil 
Nach der Figur in §.201 ist, nach einfachen Sätze 
Trigonometrie: 

c0S9icosi/>-fsin9>sint/fco5x ß =? — sin^ico 
:— cosgfsini/f-j-sinycost/fcosx ß, = sin^jsim 
.„,_: — s'iatfsinx ß,= ^co&<p 

'* "■ '■■'■ y= sitn/zsinj; 
y, — cosi/*sinx 

y, = ^osx. 

Differenzirt man nun die ersten beiden Gruppe 
gen nach t, so wird 

</ — ß(p' -\-a,i(ß'—yx' 8'"9' ß" = —oi<j^ +, 
a', =(3,9'— Ol/»' — /i/sin^p ß\ — — a.y'— , 

«j = ßi'P' —YiX'^^'"P ß'i ~ "«2?'' 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen i 



so wird 
und 
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Sm^ = aM; 2mT] = bM; 2m^ = cM 



P = gM {by,- cß,y . 

Entwickelt man in ähnlicher Weise die Ausdrücke für Q und A, 
so erhält man folgende Gleichungen: 

(1 .) Ap'— (B — C)qr^ = gM (by^ — cß^) = ^Jtf (öcos^ — ccosy sin%) 

(2.) Bg'— (C— A)rp = gM{ca^ — ay^) = ~ gfJlf(csingpsinx+acosx) 

(3.) Cr' — (il — B)pq = gM(aß^ ~ fea,) = gM(bsiüq> —- acosy) sin^. 

Aus (2.) in §. 204 folgt noch 

Ap^+Bq^-{- Cr' = 2gcM+ C. 

§. 206. 

Wirken keine Kräfte auf den Körper ein, oder ist er in seinem 
Schwerpunkt befestigt, so dass also die Coordinaten desselben ver- 
schwinden^ so hat mau nur. die drei Gleichungen 

(1.) Ap'—{B — C)qr = 

(2.) Bq'-{C-A)rp==0 

(3.) Cr'~(il-jB)pg==0 

zu integriren. 

Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit p, q, r, so giebt 
ihre Summe 

Multiplicirt man sie aber mit Ap, Bq^ Cr^ so liefert ihre Summe 

Die Integrale dieser beiden Gleichungen sind: 
(4.) Ap'+Bq'+Cr' = m 

(5.) i4V+i?Y+C^r* = < 

wo m und n' die Integrationsconstanten bedeuten. 

Wenn keine Kräfte auf den Körper einwirken, so sind vermöge 
der Formeln (10.), (U.). (12.) in §. 199 die Grössen '!/, F, W Con- 
stante, welche wir mit L, itf, iV bezeichnen wollen. Die Formeln 
(11.) in §. 202 nehmen also die Gestalt an: 

Ia Ap-^-ß Bq-\y Cr = L 
a,Ap + ß,Bq + y,Cr^M 
a,Ap + ß,Bq+y,Cr = N. 

Schellbach, elliptische Integrale. 27 
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Aus diesen Gleichungen ei^ 
Formeln (2.) illifl (3.) In §. 201 
(7.) Ap = aL 

(8.) Bq = ßh 

(9.) Cr=yL 

Die Summe der Quadrate i 
Integral (5.) als Folge. Man ha 
(4.), (5-). ('■)< (8-7 gewonnen. 

Man kann min noch ein fDn 
z. B. pq aus (4.) und (5,) b'eree 
Man findet auf diese Weise 

(10.) dt = ±-r= - 

Durch Integration dieser Gle 
i gefunden. Ganz auf dieselbe \ 
als Functionen von ( ausdrückei 
gen (7.), {8.}, (9.) nicht, sonder 
Ausdrücke in (3.) des §. 203 ein 
zialgleiehungen erster OrdnuAg ; 
^, \^, yf zu inlegriren. 

Das sechste Integral würde 
L und M verschwänden, denn mai 
wenn man die Gleichung (8.) in 
(11.) ^pl + B^ij + O 

also, wenn L und M gleich Null 
(11'.) Apl-^Bqy, 

Setzt man ferner in %. 202 
(7'.) ein, und bezeichnet die Eni 
vom Anfangspunkte der Coordinal 

(12.) 35*+!,'+»' = 

und auch noch 

(13.) V^ + <P3 

so findet man sehr leicht 

!'j5'— Äj/' =(orp 
xy'—yti' = (o,f 
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ultiplicirt man nun diese Gteichungen der Reihe nach mit /,, M, N 
Jdirt die Producle, wöhi'eiid man die Gleichungen (7.), (8.), (9.) 
14.) berücksichtigt, so erhält man 

L(tlz'—z^)-{'M{ia^—xii'')+N{xs'-yx'}=ms''—l{xL+yM+zN') 
= im'— l{Api+Bqi}-\-Crt) 
= ms'— teJV, 
feaii L und f/l verschwinden, 

N{xy'— yj?) = ms* — foJV. 
US dieser Gleichung und der N. 12 ergiebl sich jetzt 
xdy --ydx _ (ma' -— feJV) dt 

a nun das Integral der Gleichung {10.) die Grössen p, q, r, ' 
nctionen der Zeit ( kennen lehrt, so sind auch vermöge (11'-) 
3.) die Ordinate a, so wie der Ausdruck / bekannte Functionen 
und das Integral unserer letzten Gleichung liefert 



-dt = T, 



das Integral als Function von ( kurz mit T bezeichnet wird. 
11 sljereits als Function von (durch (11'.) gegeben ist, so erhält 
adlich auch durch die Gleichungen 

X = y«'— s' eosT und y = y«*— a'sin T 
scissen x und y durch die Zeit t ausgedruckt. Auf diesen spe- . 
Fall, in welchem L und Ü als Null angenommen wurden, lässt 
an der allgemeinere zurückführen. 

u dem Ende legen wir durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
ues festes Coordinatensystem , dessen Axen mit den Axen der 
xy:i die Winkel bilden sollen, deren Cosinus sind : 
abc; a^b^€,', a^b^c^. 
In diesem Systeme m<)gen die Coordinaten des Punktes xyt oder 
|jj^ durch A^» bezeichnet werden, so dass dann folgende Gleichungen 
Statt finden: 

!x = aX -^bß -\-cv [X=ax-\-a^y-]-a^z 

y = a^X-\-b^fi-\-c^v also (20.) ]u=bx■\-b^y-{-b^s 
a ^ djA-j-Ä,^ -\-c^v \v = cx-\-c^y-\-c^z 

und, wenn man diese Gleichungen nach t differenzirt, 

27' 
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(21.) ll/ = a,l' + b,fi' + cy also (22.) U' =baf+b,y'-\-b^z' 
y = a^l' + b^fi' + cy |v' = ex' + c^y*+ c^ä'. 

Aus diesen Gleichungen leitet man ganz auf dieselbe Weise wie 

(8'.) in §.202 dargestellt wurde, die folgende ab; 

i> 

(23.) Xfi'-f^l' = c(yss'- «yO + c, (jsa?'- j:z') + c,(xy'- y.r'). 

Wenn man aber die Summe der Quadrate der Gleichungen (6.) 
bildet und (5.), so wie die Formeln (2.) und (3.) in §. 201 berück- 
sichtigt, so sieht man auf der Stelle ein, dass 

L' + ilP + JV' = n* 
isf, dass also 

L M N . 



gesetzt werden können, oder dass diese Quotienten als die Cosinus 
der Winkel angenommen werden dürfen, welche die Axe der v des 
neuen Coordinatensystems mit den Axen der x^ y, z des alten bilden 
soll. Setzt man diese Werthe für L, Jüf, N in (11.) ein und beachtet 
die letzte der Gleichungen (20.), so wird 
(25.) Äp^ + Bqt] + Cr^ = nv 

und aus (15.) erhält man, mit Rücksicht auf (23.): 
(26.) n (Ifi'— fiX') = ms^— Inv, 

Die Gleichungen (11'.) und (16.) gehen aber in diese letzten bei- 
den Gleichungen über, wenn man a:, y, ä mit l, ^^ v und JV mit n 
vertauscht, daher gelten auch die Gleichungen 

(27.) arctg ^ = -J-^—r- dt = T 

und 



(28.) ;i = i/«'— v'cosT'; /w = iV-v'sinT', 

durch welche die Abscissen X und (x als Functionen der Zeit gefun- 
den werden. Aus ihnen lassen sich dann \^ieder die x, y, & mit Hülf 
der Gleichungen (19.) bestimmen. Von den Winkeln, deren Cosinus 
a, 6, aj,6i, öj, öj waren, muss einer willkürlich angenommen werden 
da durch die c, c^, c^ nur die Richtung der Axe der v bestimmt 
worden ist. 






Vir bedürfen i 

, der gleich ht 

ungen hStte mi 

lassende Stelle 

n g. J98 war , 

m Axen der x 

h also die rei 

i so dargestellt 

2mi 

Smi 

2m( 

wir uns der B 

den ÄDfangspi 

len der ^f i], ^, 

(I» 
(f> 

L man für die ' 

irtgelassen wen 

x = ai +1 

.=0,5+1 

i femer die Kr 

so finden noch folge 



und die Gleichungen 
neue Coordinatensysl 
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Es lassen sich aber jetzt die Winkel abc c, des neuen Coo 

naten Systems so bestimmen, dass die rechten Seilen der beiden er 
dieser Gleichungen oder die sogenannten Momente der Drehung 
fc die Axen der | und i] verschwinden. Denn es ist 

yri~fi=ica+<:,ß-{-c,y){bx-\-b,y]-b,^)-{ba-\-b,ß-\-b,y)(cx-\-c,i/+ 

K=a(yy — ßs) + a,(a!i—yx) + a^{ßx — ay)y 
also: 
2mP{vr)—fiZ) = a2mPlyy—ßs)+a, SmP(a^—yx)+a^SmP{ßx-w 
Verfahrt man ganz auf dieselbe Weise mit den Ausdrücken «t^- 
und f*^—Xr], so verschafft man sich das Fdrmelsystem 
2mP(vr]—/iC) = B = aV+a, V+a,W 
SmPß^-y^) = S = bU+bJ+b,W 
2mP{fii-Xf]) = T= cU + c,V + c^W, 
in welchem die Momente in Bezug auf die Axen der ^,'j], ^kurz d 
R, S, T bezeichnet worden sind. 

Sollen jetzt die Axen der $, jj, ^ eine solche Lage erhalten, 
von diesen Momenten die beiden ersten verschwinden, so ergeben 
zur Bestimmung der Lage dieser Axen die Gleichungen: 

bU+b,V + b^W=0 

Die Summe der Quadrate derselben liefert 

(1.) r = v -i- r + w. 

MultipUcirt man aber diese Gleichungen nacti der Reihe mit a, 
dann mit a,, b,, c,, und zuletzt mit o^, \, c,, und bildet jedesma 
' Summen der drei Pi'oduete, so erhalt man 

V V w 

(2.) c = ^; c, =-; c,=-jr- 

Durch diese Gleichungen ist also die Richtung dei- Axe d 
bestimmt, welche eine solche Lage im Räume erbalten bat, das: 
Momente in Bezug auf die Axen der i und ij verschwinden und 
Moment T für die Axe der £ müglichst gross geworden ist. Die 
der Axen der ^ und tj, welche auf der der ^ senkrecht stehen 
dabei willkürlich jjeblieben. Dieser wichtige Satz wird gewöhnlic 
den Lehrbüchern der Mechanik mil HUlfe der Theorie der Kräfte] 
bewiesen, und ist hier, ohne Voraussetzung dieser Theorie, aus 
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ichen Operationeu gefolgert worden, welche der Analytiker 
anwenden miiss, und die Ihm daher geläufig sind. Wenn 
gens auch die praktische Wichtigkeit der Theorie der Kraft 
in Abrede stellen kann, so wird doch keinem erfahrenen 
gangen sein, wie häuüg von den Studirenden die ganze T 
verstanden wird, und dass auch in der That dabei Vorstelliii 
werden, welche der Klarheit entschieden entbehren, mit 
aische Processe aufgefasst werden kennen. 

Wenn der hier bewiesene Satz benutzt worden wHr 
man offenbar das sechste der zur Lösung unseres Problen 
liehen Integrale unmittelbar erhalten künnen. 

S- 208. 
Nachdem wir nun nachgewiesen haben, wie durch 
analytischer Operationen die Lösung des Problems der Dri 
testen Körpers, auf welchen keine Susseren Kräfte wirken 
festen Punkt, auf Quadraturen zurückgeführt werden kann, 
geometrische oder mechanische Vorstellungen benutzen 
wobei offenbar der analytische Prozess reiner hervortritt, 
wir jetzt die HUlfe der Thetafunctionen in Anspruch nehm 
Resultate verständlicher zu deuten und das Ganze in eine 
rechnung bequemere Form bringen zu können. Wir wUrd 
Grenzen dieses Buches weit überschreiten müssen, wenn wi 
Problem der Drehung fester Körper hier vollständig abhand 
Wer sich klare geometrische Vorsleihmgen über die Dr 
festen KSrpers verschaffen will, muss durchaus die Abbandlu 
nouvelle de la rotation des corps von Poinsot im 16. Barn 
LiouviUe'schen Journals studiren. Die Thetafunctionen hat 
Mathematiker, Adolph Rueb aus Rotterdam, zur Lösung u 
gäbe benutzt, in einer ausführlichen Abhandlung, welct 
Utrecht erschienen ist und zum Schlüsse auch eine Geschiel 
blems enthält. Später vervollständigte und vollendete Jacc 
lösung, weldie Rueb begonnen hatte, in einer Abbandlui 
rotation d'un corps", die 1850 im 39. Bande des Crelle'i 
nals erschien. Unser nächster Zweck ist nun, zu zeigen 
leicht und schnell zu den Hauptresultaten einer der letzt 
Arbeiten des berühmten Verfassers gelangen kann, ohne iniJ 
auf alle Details der Lösung eingehen zu wollen. 
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%. 209. 
In $. 206 ergaben sieb zur Bestimmung der Grössen p, q, r i 
drei Differenzialgleichungen 

n 1 dl- ^^P ~ - ^'^g _ c"^*- 

V..; u, ^ß_c^^ {A-C)rp (A-B}pq- 

■ Zwei Integrale dieser Gleichungen erhielten wir dort in der Form : 
(2.) 4p* + Äg'4-0' = m 

(3.) AY + B'q^ + Cr'^n^ 

Es kann aber, wie so eben gezeigt wurde, ein neues, im Bau 
festes Coordinatensystem so durch den Anfangspunkt der alten Coor 
naten gelegt werden, dass von den dort mit L, M, JV bezeichneten ft 
menten der Drehung die beiden ersten verschwinden. In diesem Ft 
liefern aber die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) sogleich 

Ap = a,N; Bq = ß^N; ft- = j',A;| 
also 

AY + B'?' 4- Cr' = «' = JV' 
und daher wird, vermöge (1.) in §. 203, 

... Ap . . Bq Cr 

(4.) — i-=— sinqosmx; — i=— cosysin^; — = cos^. 

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) kann man p' und r' dui 
q^ ausdrucken und erhält 

C{A-C)r* = Am-n'-B{A-B)q' 

A {A— C)p^ = n' — mC—B{B— C)q\ 

Es.muss also q^ kleiner sein, als der kleinste der Brüche 

Am—n^ n' — mC 

B(A-B) """ B(B~0' 

wenn r' und p' positive Grössen werden sollen. Unter der Annahme, d 

A> B>C wenn mB > n* 
oder auch 

A<B<C wenn mB < n\ 
welche beiden F^lle nur voraussetzen, dass B das mittlere Träghei 
moment ist, wird 

Am — fi' »' — mC , 
B(A-B) ^ B(B-C) ^ ^ ■ 
Erreicht q den Grenzwerth 
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n'~-mC 

B(B~cy 

30 verscbnjndet p, aber r kann niemals den Werth Null erreichen. 

Die Constanten m und n werden auf folgende Weise bestimmt: 
Bezeicbnen x, y, s Coordlnaten des Coordiuatensystems , auf welches 
der Körper ursprünglicb bezogen wurde, und setzen wir in den 
Gleichungen (11.) des 8- 202 

Hyi-''i)->-- M4-4h'^ H4-'th'' 

so wird aus der Summe der Quadrate dieser Gleichungen 

D* + E' + r = A'p'-\-BY-i-Cr' = n' 
geflinden. 

Da aber die Coordinaten jedes einzelnen Atoms des festen 
Atomensystems, aus welchen der Körper besteht, so wie die Geschwin- 
digkeiten, welche jedes erhalten hat, nir einen bestimmten Zeitpunkt, 
z. B. fUr ( ^ 0, bekannt sein mUssen, so sind damit die Werthe von 
D,E,F, also auch von», gegeben. Wie diese Werthe ermittelt wer- 
den, wenn der Körper eine bekannte geometrische Gestalt besitzt, und 
durch einen Stoss in Bewegung gesetzt worden ist, muss in den Lehr- 
büchern über Mechanik nachgesehen werden. Um die Constante m 
zu bestimmen, entnehmen wir aus §. 204 die Gleichungen (1.) und 
,(2.), welche jetzt, da keine Süsseren Kräfte auf den Körper einwiriien, in 



^•»(^+1-:+^)= 



Ap^ + Bq' + Cr^ = C=m 
Übergehen. Da nun die Anfangsgeschwindigkeiten jedes einzelnen 
Punktes des Körpers bekannt sind, so ist C, oder die sogenannte 
lebendige Kraft, gegeben und damit auch die Constaule m bekannt, 
welche wohl kaum mit der unter dem Summenzeichen stehenden Grösse. 
m verwechselt werden kann. 

§. 210. 
In §. 34 gelangten wir zu der wichtigen Formel: 

kivyyf{x,vy+gß',v'ygix,yy-i-f(i'yyh(x,vy = i, 

in welcher x und i' beliebige Argumente sind und v und y' durch 
die Relation 
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mit einander zusammenbängen. . Wir druckten 
welche uns bereits bei der Berechnung der Oberfl! 
diente, kurz in folgender Weise aus: 

(1.) vr+s'y+rv = i. 

Vergleicht man sie mit der Gleichung (3.), so sieht 
diese Gleidhung beß-iedigt wird, wenn man 

"iä 

]Bq 

tgM 
setzt 

Fuhrt man diese Werthein die Gleichung (2 

(3.) -T + T'^-C'-n'-'' 

sein, wenn der Kürze wegen m : n' durch fi ersetzt 
man hier die Functionen gx und hx durch fx aui 

A '^ C \ A B~^ C ■ 

Da diese Gleichung für jeden Werth von x 

muss, so ergeben sich folgende zwei Bedingungsgl 

und 

zur Bestimmung der Functionen f, ^, h'. 

Entwickelt man f sowohl aus der ersten, a 
und setzt dann beide Wertbe einander gleich, s 
leicht die Formeln: 

J A—B l — JtC ^ 
fA-C'fiB- 
auE denen man durch die bekannten, in %. 21 ent^ 
l 



(60 „«. = l/4=£.i^; A„v 



^^"'"'^^^(^ ""^ M<*.»') = 
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ogleich 


auch noch 


die Formeln 


*(. 


yy 






7-) 


1 A-B 


uB-l , 


-^^- 


.C^A~t 
Bl-iiC 


Ddet. 
sehen 


Diese Fonneln liefern 
Functionen 


also den Modu 


der 


eingeflthrten ellip- 



BM. ' JA-BI-iiC ^ ,, 1 JA-CitB~\ 

Werden nun die fllr go und ko gefundenen Ausdrücke iu (4.) 
ingeseUt, so erhält man auch die Werthe der Functionen f, ^ k' 
nd /!^i, gXi, hi.i in folgender Gestalt: 



fC 



Für die weiteren Rechnungen können auch bisweilen die Formeln 




(10.) 



benutzt werden, welche sich leicht aus den Gleichungen (7.), (8.), 
(9.) in S- 21 bilden lassen. 

Das Product der ersten beiden Gleichungen unter N. 2 liefert 
nach bekannten Formeln 



-g'k'fxgx = ^^. 



Das Differenzial der dritten giebt 
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Dividirt man diese Gleicbitng durcb die vorhergehende 
nutzt aus N. 1 

^. _ Cdr 
'"-iA-B)pq' 

so gelangt man, wenn die Gleichung 



(11.) 



jgVWiV) _ rfß',y') _ JÄB t-iiC 



fßw) ■ »(o..r 

ingewandt wird, zu der Formel 



' C A- 






ABC 
oder auch, wenn man ^o' durch äo' %—. ersetzt. 



deren Integral 



das Argument x als Function der Zeit ( kennen lehrt, w9h 
angenommen hat, dass « fUr * = („ verschwindet. 

Uebrigens kann die Gleichung (12.) auch durch eine der 

(14.) Li«i:,^=5zi?„ 

] n egXt BC 



ersetzt werden, wovon man sieh bald überzeugen lyird, v 
die Formel (9.) benutzt. 

Eiiminirt man j^ aus den ersten der beiden Gleichungi 
$. 203, so erhält man 

psing!)-|-9C0siy> = sinx-^, 

also wenn man diese Gleichung mit sin/ multiplicirt und di 
(4.) in S. 209 benuUt: 
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n n ^ n* y dt 



Mit Rücksicht auf (2.) in §. 209 uod §. 210 Ol 
Gleichung leicht io die folgende Über: 

-j(^c-/>-»')=('-r»')ö, 

aus welcher man dann, wenn man (11.) henutzt, 
ndt , äo'cfh' dx 

finJet 

In §. 1 30 ist aber die erste der dort aufgeführten se( 

^o'gahaf dx ___„a„ , ,, 6{a-~- 

~ß-J ga*+fa'hx' = ''^^''-^^^Ä^: 

Ersetzt man hier a durch Xi, so verwandelt sich 

vermöge der Formeln (7.), (8.), (9.) in §.21: 

~i= —f(l',v'y und r^ - T== ' ■e/J 



'^/T^- = -'^('^+i«'. 



Integrirt man also (15.), so erhSIt man, wenn i^ 
tionscon staute he zeichnet, 

oder wenn man die erete der Gleichlingen (14.) anwer 

(16) V' = V.-jT^(-:i r->+*''.5(X 

Aus den Formeln (2.) und N. 4 in §. 209 erg 
Winkel x ""*' <P durch die Gleichungen: 



(18.) 






t: 



r- 
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Durch die EDtwickelungen in den beiden . letzten 
sind wir bereits in den Stand gesetzt, die Winkel 91, /, 
Lage des rolirenden Körpers, für jeden Zeitpunkt bestimi 
nen, und die Rechnungen, welche zu diesem Zwedte aus 
den müssen, sind folgende: 

Nachdem man die Trägheitsmomente A, B, C 
so wie die lebendige Kraft m und das Drehungsm 
i^j; der unveränderlichen Ebene (plan invariable) berechnei 

?^- man aus der ersten der Formeln (8.) in §. 21Q den ! 

elliptischen Integrale und die Grösse q in den Thetafunctii 
Verhulst, nicht unpa.ssend. als den Nomos dieser Functio 
nel. Da dieser Nom bekannt isl, so erhUlt man auch du 
mein des §. 43 den coniplementSren q' und damit aus 
der Forrneln (9.) das Argument X', welches wieder dazu 
das Argument ). nach den Vorschriften des §. 51 zu her 
Gleichung (12.) liefert dann das Argument x aus der Ze 
Grössen p, q, r werden aus (2.) ebenfalls als bekannt 
der Zeit dargestellt. Pie Formeln (17.) und (18.) geh« 
mittelbar % ""** V *'^ Functionen der Zeit f. Wie end 
Formel (16.) der Winkel 1/» fu berechnen ist, kann um 
den Vorschritten entnommen werden, welche wir in §. 

d(i~x) 
d(X+x) ' 

^ji. Winkel V, welcher den Durchschnitt OK der unveränder 

b;,' (plan invariable) der xy mit der Ebene der |j? bestimmt 

«V- die Axen der Trägheitsmomente A und B liegen, kann 

|r wachsender Zeit jede Grösse erreidien. Der Cosinus de 

Ejr ^en beide Ebenen mit einander bilden, schwankt nur 1 

S| . Grössen 

periodisch hin und her, denn die Function lue nimmt bui 



l'*' «• yf 

an, und die vorigen Grössen ergeben sich durch diese 
wenn man die zweite der Formeln (8.) in §. 210 benutz 
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gx 
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Der Winkel q> kann, ebenso wie jr-j jeden Werth annehmen und 

fx 

ist eben so wie x ^^^^ periodische Fuiiction der Zeit. Da h (x) 
und ?— ihren Werth nicht ändern, sb oft a? um tt zu- oder abnimmt, 
so ist dabh N. 13 in $.210 die Periode dieser Schwankungen offenbar 






ABC 



(B-C)(iiÄ-i) . 






■ • f 






■ ♦ *♦: 






yft 



v..\4 



-^ 



fi 



§. 212. 

Wenn nun auch bereits eiö wichtige^ Schritt zur Lösung unseres 
Problems gethan ist^ so sind wir doch noch weit davon entfernt, eine 
klare Einsicht in das )Yesen einer solchen drehenden Bewegung eines 
festen Körpers zu besitzen. Diese Einsicht kann auch nur dadurch 
gewonnen werden, dass man die einzelnen Fälle genau discutirt, welche 
eintreten können, wenn die numerischen Werthe der Trägheitsmomente 
ii, B, C und der Constanten m und n sich in bestimmten Grenzen 
bewegen, und das Moment m mit bestimmten Zeichen behaftet ist. 
Diese Untersuchungen, welche von Rueb begonnen und von Jacobi 
vollständig zu Ende geführt worden sind, und jetzt mehr einem Lehr- 
buche der Mechanik anh,eimfallen, als dieser Schrift, müssen a. a. 0. 
nachgelesen werden, üebef die Bedeutung der Grössen p, g, r wollen 
wir indessen hier das Wesentlichste in Erinnerung bringen. Sucht 
man nämlich im rotirenden Körper einen Punkt xyz, welcher nach 
Verlauf der Zeit t in Ruhe ist, so müssen dessen Componenten der 

Geschwindigkeit -tt^-ttj-j: für diesen Augenblick rerschwiöden. Setzt 

dt dt dt 

man also in den Formeln (9.) des §.201 ic' = y^ = »' = 0, so er- 
hält man die Gleichungen 

(1.) U\^+ß\v+y\^=^ 

Aus den tormein' (4.), (5.), (6.) des §. 202 verschatft man sich 
aber leictit das folgende Gleichungssystem: 

fa'p+/J'g4-/r = 
(2.) «'.p+/?;?+y;r = 



• t^ 



■- vi 



> I, 






tx 









s 



'■'sÜ 



'^i 






m. 



13 



1% 



rm 



und die Vergleichung desselben mit dem vorigen fUhrl so 
der Fonnel 



^ 



3) 



i = 5. = l 

p q r 

Alle Punkte des Körpers also, deren Coordinaten %t 
Gleichung geniigen, oder auf der geraden Linie liegen, well 
diese Gleichung dargestellt wird, in der |ij^ die laufenden 
teo bedeuten, sind. zur Zeit ( fUr einen Augenblick in Ruh 
gerade Linie heisst desswegen die augenblickliche Dr^hi 
deo KiJrpers, und wenn man 
(4) - p'-|-?'+r' = «' 

bezeichnet, so sind die Cosiikus der Winkel X, fi, v, weicht 
den m dem Körper Testen Axen der |, i;, £ bildet, 

(5.) J = i; ^=-«; , = i, 

*• ' WWW 

wenn, wie immer in der analytischen Geometrie, wo keine ' 

lung entstehen kann, die Zeichen cos weggelassen werden. 

Die Gleichung einer Ebene durch die augenblickliche Dri 

und einen beliebigen andern Punkt |, rJ^ ^^ im Körper, der 
dieser Linie liegt, ist 

oder 

(6.) i«+>7c+ett = o 

wenn man die Bezeichnung aus N. 7 in §. 202 benutzt, [ 
mit I, n^ S, vertauschu 

Aus N. 8 desselben Paragraphdn erhält man aber soglei 

(7.) j» =(?a:'+Ay'4-iS.5' 

\w = yx' -\- y, y' -j-y^i'. 
Es sind also m, e, w die Projectionen der Componenten 
der Geschwindigkeit, welche der Punkt im Räume hat, auf 
der J, 17, S im Körper, Diese Geschwindigkeit < also selbst 
btiden Axen Winkel, deren Cosinus 



sind, denn aus (7.) ergieht sich auch sogleich 
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u' + e'-f-w' = a;" + y*-hs" =»'. 
Die erwlihnten drei Quotienten sind aber aucb zugleich die Co- 
sinus der Wiukel, welche die Normale der Ebene (6.) mit den Axeo 
der I, j], Z macht, daher steht die Richtung der Geschwindigkeit s 
senkrecht auf der Ebene (6.). Bezeichnet man aber mit ^ die Ent- 
fernung des Punktes ^^ ^^ i^^ voa der Drehungsaxe (3.), so ist, nach 
einer Formel der analytischen Geometrie, 

, s' = « - V,, )• + w, - ij, )• 4- (»"(, - cl, )■ 

oder, wenn man (5.) benutzt, 

wV = (K— '■)?,)'' + ('■?, -pCi)' + (P^i — 9C)' =«'+»'+»'=»'■ 

Daher wird 
(8.) s = ^ 

gefunden, und es stellt also w die Geschwindigkeit dar, mit welcher 
sich .ein Punkt, in der Entfernung ^ = 1 von der augenblicklichen 
Drehungsaxe, um diese Axe zu drehen sucht, oder es igt to die 
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Drehung und p, 
q, r können nach (4.) als die Projeclionen, derselben auf die Axen 
irgend eines der durch gelegten rechtwinkligen Coordinatensysleme 
betrachtet werden. 

Nennt man A', ^t', v*, die Winkel, welche die augenbKckliohe 
Üi-ehungsaxe mit den festen Axen der x, y, z bildet, so ist z. B. 

Führt man hier die Werthe fUr i, fi, v aus N. 5 ein, und he- 
i-echnet auch die Werthe für ^' und v' , so erhält man folgendes 
Gleichungssystem : 

i(aX = «p -^-ßq -{-yr 
(9.) W' = a,p-|- (?,?-!- j-jr 

luiv' = a^p-^-ß^q+yiT. 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen stellen also die Projfctio- 
nen der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit auf die festen Axen 
der X, y, s dar, oder wie man sich auch wohl kurz ausdrückt, die 
Geschwindigkeiten der Drehung um diese festen Axen. Wären die 
Grössen p, q, r Constante, dann würde die augenblickUche Drehungs- 
axe vermöge (3.) eine teste Lage im Körper behalten, aber aucb zu- 
gleich im Baume eine feste Stellung einnehmen, da die Ai)leitungen 
der Gleichungen (9.) nach der Zeit t genommen, ^ch auf die Gleicbun- 

ScbellbBch, ellipiiiche lolcgcal«. . 28 
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gen (2.) rediiciren, also verschwinden müssen, 
gigkeit der Drehungsgeschwindigkeit um die Testt 
t und die Festigkeit der Drehungsaxe itn Räume 

§. 213. 
Es ist Jacobi gelungen, auch die Cosinus der 
die beweglichen Axen mit den drei festen Axe 
eine auf der unveränderlichen Ebene senkrc 
ThetafuDCtionen als periodische Functionen der i 
diesem wichtigen Besullate rühren uns am sehnt 
g. 29 unter (5'.), (1'.), (8'.} und in §. 68 unter i 
wickelten Gleichungen: 

(I.) >2dx^x0y^y=eo^o\e(x-i-ymx-y)- 

\'idx^^y^y = do^i>\ß(x + y)(i{x-yj- 

, i^o0x^yd(x + y) = ^o^x^y^ix + y) + 

(2.) ^o^x^ye{x + y} = ^oex^y^x + y) - 

\(lo^x6yd(x^y) = ^o^xßy^{x-i-y)-\. 

Ersetzt man in diesen Gleichungen y durc 

Functionen d(x + Xi),^(x + i.i),^{x-\-Xi) in ih 

ginären Theil, so dass 

(3.) dix+Xi) = a + A; (Hx + l.i) = a,+ib,i 
gesetzt werden könnte, also z. B. 

a = i{d(x-\'li) + d(x-Xi)] und ft = ii{Ö(j 
sein mllsste, so zerfallen diese sechs Formeln in 
solche Zerlegung, welche hier aber nicht wirkl 
werden braucht, hat übrigens mit Hülfe der Fori 
S- 16 keine Schwierigkeit, wenn man die bekam 
tionen ßlr sinJlt und cos^ benutzt. Setzt man 
lieh wie auch in §. 192 verfahren wurde, 

2 cos 2Xi = e" + e"" = y, 
so erhält man z. B. 

d(x + Xi) = l— qycos2x + q*iy''— 2) cos4x-.-q 

+ i V'y' — 4(5r8tn2aT — q'y sin4x + q'iy" — '. 

und ähnliche Ausdrücke, welche für die numeri 

bequemsten sind, ergeben sich auch fUr die Ubrij 
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Die Pormetn, welche wir durch die angegebene Zerlegung (3.) 
erhalten, sin4 nun aus N. 1 die folgenden:' 

dx^x^Xi^li = ^oQo(oa, +66,) 
dx^dli^U = eo^o((«(, + 66.) 
dx^x^li^li = «00^0(6,0,-0,6,). 

Aus N. 2 erhält man, wenn die reellen und imagin&ren Theiie 
gehörig verglichen werden, 

a^odx^U = a,^o^x^Xi + a^do^xeXi 
b^odjc^U = b,^o^x^Xi + b,6o^xdXi 
a^o^x^Xi = a,^o6x^Xi- b,i6o^x^Xi 
b^o^x^Xi ^ b,^o6x^Xi + a,i6o^x^Ki 
a^o^dXi = b,i^o^x^Xi + atdo BxfiXi 
b^o^xdXi^^ —a,i^o^x^Xi + b^dodx^Xi. 
Setzt man' aber in diesen neun Formeln 
a^o = ex ^XiÄ ; a,^o = dx^liA, ; , a^Oo = dx ^XiA^ ; 
b^o = dx^B; b,^o = dx^UB, ; 6,Öo = Öx^XiB^i 
und dividirt alle durch Ox'^Xi", so erhält man, wenn noch 

t<lXt gXt gXt' 

angenommen werden, 

C^ = ÄA,+BB^ 

C, =AA,+BB, 

C =B,A^—A^B, 
A =C,^, + C,J.; B = C,B,+qB^ 
ÄC, = J, + Cß. ; ßc; =B,- CA, 
Aq=^~B,C+A,; BC,=A,C+B,. 

Diese Formeln haben nun schon mit denen unter (5.), (6.), (7.) 
in §. 201 aufgeführten, durch welche der Zusammenhang der neun 
Cosinus der Winkel ausgedrückt wird, welche die Axen zweier recht- 
winkligen Coordinalen Systeme mit einander bilden, grosse Aehnitchkeit 
und sie gehen in diese Formeln wirklich über, wenn wir 

A,B,C; A,,B^,C,; A„B^,C^ 
durch 
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yi-j'.j'.; —CO,,— «,; — ^.ft,, 
ersetzen. 

Wenn aJso ein sphärisches Dreieck XYZ mit 
kein auf der OberflSche einer Kugel in einf anden 
bracht wird, so dass die Bogen 

yX=c, JPT = a„ X'Z = a 

y'x=ß, yy = ß„ rz = ß 

Z'X= y, Z'Z = y^,Z'Z = y 
sind, so drücken die Formeln 

vix)-ii(x 

"• P- ''■-^'^'' '•■-5 

die Cosinus dieser neun Bogen durch die beiden A 
und den Nomos q der Thetarunctionen auB. 

§. 214. 
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so wird der Winkel 1/* nach N. 16 in %. 
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ausgedrüclit; 






(3.) 


ip = tff^ — Ql-\-a. 




Aus (2.) I'olgt aber 
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nach den Formeln des vorigen Paragraphen. Die so eben fUr die 
neun Cosinus gefundenen Formeln geben nun, wenn man anter x^ l 
und V die vorher für diese Grössen gefundenen Werthe versteht, un- 
mittelbar die Winkel qp, % und a, wie mau durch Vergleichung der« 
selben mit (4.) und N. 2 in §. 210 sogleich ersieht. Den Bogen tp^ 
welchen die Knotenlinie OK auf der unveränderlichen Ebene durch- 
läuft, findet man dann durch die Gleichung (3.) auf die Weise, dass 
man eine zweite Linie mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit 
auf dieser Ebene sich um drehen lässt, deren Sinn durch das Zeichen 
von © bestimmt ist, während die Linie OK selbst um diese Linie 
periodisch hin und her schwankt, in einer Weite, welche von der 
Grösse von a abhängt. 

8. 215. 

Es lassen sich jetzt auch die Geschwindigkeiten der Drehungen 
um die festen Axen der Xy y, a durch Tlietafunctionen ausdrücken. 
In §• 212 ergaben sich unter N. 9 für diese Grössen die Gleichungen 

Nach 8. 209 fst aber 

^P a ^9 Cr 

also wird die Geschwindigkeit der Drehung um die Axe der « 

Um einen Ausdruck für die bei4en anderen Geschwindigkeiten zu 
erhalten, multipliciren wir die erste der Gleichungen (1.) mit t und 
addiren sie zu der zweiten, dann wird 

Es ist aber nach 8-213 
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y,+yi = 
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dx^li 



und 
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Führt man diese Werlhe in die vorletzte Gleichung ein, so er- 
hält man 

n -» vr • 

= -~ ^ dki^xei(x+Xi) +^ QÄt 6(x ^(x+U)+^ €iii e^xd {x + ;it). 

Vertauscht man in der zweiten Formel N. 2 §. 213 x mit Xi und 
y mit X, so geht sie über in 

Dividirt man diese Gleichung durch C und addirt den Quotienten 
zum vorigen, so wird 



-M^t^a;Q(a:+Ai)(-i--^). 



Benutzt man hier die erste und zweite Formel aus N. 14 in §.210: 

1 1 i6o^glihXidx 1 1 i^o^gXidx 

'C'^1^ nßi'~~dt'' ^''T'^nßihTi'dt' 

so findet man 

Aus N. 18 in 8- 68 entnimmt man aber leicht die Formel 
doeiXi€iyei{x + Xi)- eioOXi6(xfi{x + Xi):=^oeiXidxei{x + li). 

# 

Daher wird endlich, wenn man N. 1 in §. 31 

6fo — 0ofioeio 
anwendet, , 

Vertauscht man hier, t mit — i, so erhält man 

/ t i»-\ /!/ (t(x---Xi)dx 

Also sind die gesuchten drei Geschwindigkeiten der Drehung um 
die Axen der a?, y, ä 
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(5.) (av= —.- 

^ ^ n 

§. 216. 

Die Ausdrücke dieser Geschwindigkeiten und der neun Cosinus, 
welche in§. 213 gefunden wurden, lassen sich mit Hülfe der Formeln 
des 8- 72 fast unmittelbar in Reihen auflösen. Wir wollen von die- 
sen Reihen, welche Jacobi in der angeführten Abhandlung fast sämmt- 
lich entwickelt, nur einige beispielsweise hier angeben, weil die übri- 
gen sich sehr leicht nach ihnen bilden lassen. 

Vertauscht man in N. 3 §. 72 das o? mit Xi und y mit a;, so er- 
hält man 

^,^ ^{Xi + x) _ _« e^-' 



dxGiU 'T_xCOs(i+«y)»' 

also, wenn man x mit —x vertauscht und die halbe Summe beider 
Gleichungen nimmt, so wird 

ö'ö ,^, ,.N . y./ -».NX ^ cos2«a? 

Es ist aber 

2cos(i+*v)« = e-^-«''4-ei+*»' = c-^ f-^e^qr' = c-^^*(e^^+9^*), 

also findet man für die Drehungsgeschwindigkeit um die Axe der y 

^ 1 dx » äf^cos2«d; 
(1.) ,^. = 2e^_^_^^,__, 

WO für -^ sein Werth aus N. 12 in §• 210 einzusetzen ist. 
dt 

Zieht man in diesei* Reihe zwei entsprechende Glieder zusammen 

und setzt 

2il 

— = a, also e^^ =•«»'« = öt«, 

V 

so ergiebt sich sehr leicht, wenn man das Glied absondert, welches 
dem Werthe « = entspricht, 

a 

Nimmt man aber statt der halben $umme der vorher gebildeten 
Gleichungen ihre halbe Diflferenz, so erhält man für die Drehungs- 
geschwindigkeit um die Axe der x die Reihe 
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(3.) ^l'^^e^^^^'S^^ 

dt _^ e^'--\-q" 

oder 

Die Reihen fUr die Cosinus a, , f?, , /, sind die bekannten, in 
§. 73 bis §. 75 aul'geslellten. Die Reihen für die Cosinus der übrigen 
sechs noch fehlenden Winkel erhält man aus den Formeln (1.), (2.), 
(4.) in §. 72, wenn man wieder y mit x und x mit Xi vertauscht. 
Die N. 1 geht z, B. auf diese Weise Über in 

et'-'-'''' 
„sin{Ä+(«-i)v}i' 
Setzt man hier —x statt x und bildet die halbe Summe beider 
Gleichungen, so wird 

oder auch, weil ^(— a;) = — ^x ist, 

(K^ „ __?£l y" g-cos(2.-l> 

^ ' , ' ~ öflöonii •^_^ l — gi^-l+a 



Wenn man hier wieder die Glieder zusammennimmt, welche die 
Cosinus der Gleich-Vielfachen von x enthalten, so gelangt man endlich 
zu der Gleichung 

_ ^ (r°'^-g" ^') y'" g^(l+g^'-')cos(2^-l)ar 
y"-! "'- Oo^ogXi ^, (l-g'-'+'-)(i-9^— ") 

wo nir (}ili sein Werth aus N. 9 in §. 210 einzusetzen ist Die halbe 
Differenz der erwähnten Gleichungen liefert ebenso den Werth von a. 
Die Reihen für die Cosinus der noch übrigen vier Winkel werden 
ganz auf dieselbe Weise gebildet und sind ganz ähnUch gestaltet wie 
die letzte. 
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124 N. 8 
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